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LECTORI. 

I N Methodo hac Incrementorum quantitates confidero ut In¬ 
crementis auttas vel Decrementis imminutas , & ex datis 
relationibus Integralium quaro relationes Incrementorum , 
atque victfjim ex datis relationibus Incrementorum quaro 
quantitates ipfas Integr ales. Horum ujus in relatu Matnematicis 

fatis late patet ; fed in eo maxime elucet , quod hinc facile deriven¬ 
tur omnes proprietates Fluxionum . Clarifftmus Dominus New- 
tonus quantitates Mathematicas confiderando ut motu perpetuo de- 
fcriptas , per Methodum Fluxionum ex rationibus primis Incremen¬ 
torum nafcentium quarit rationes velocitatum quibus magnitudi¬ 
nes defer ibunt ur, & vicijjim ex velocitatibus hifce (quas Fluxiones 
quantitatum vocat) quarit magnitudines quantitatum ipjarum 
deferiptarum. Hoc idem , fed minus generaliter, fecere alii (ut 
Veteres in Methodo exhauflionum , Cavallerius dr Wallifius in 
Methodis fummatoriis.) Veteres inve/ligando magnitudines figu¬ 
rarum infer ipferunt & circumfcripferunt figuras ex partibus finitis 
dr cognitis conflantes , dr partium iflarum numerum auxerunt & 
magnitudinem minuerunt , donec differentia inter earum jummam 
dr figuram quafitam ejfet minor quavis data. Cavallerius & 
Recentiores contemplarunt partes ifias ut in infinitum diminutas . 
Sed hi omnes , contemplando genefes quantitatum per additiones par¬ 
tium , non fatis confuluerunt fevera ifit axe/fidci Geometrarum . 
Partes enim , ut Methodus fit accurata , deberent effe prima naf- 
centes ; at nulU funt ejufmodi partes in rerum Natura , funt tan¬ 
tum rationes prima partium nafcentium. Ergo Newtonus miffis 
partium magnitudinibus , miffis & earum Jummis , rationes ulti¬ 
mas partium evanefeentium , & primas nafcentium introduxit , 
dr in his rationibus Analjfm fuam fundavit. Sumptis itaque ra- 
A tionibus 




liombus primis Incrementorum nafcentium, vel ultimis evanefcen - 
TMetZZm < n ntUr 0m “l COndu £° aeS Mthob Incrementorum 

ad MetMum Fluxionum, Incrementis jam evmefcentibus, & In- 
Ugralibus tn fluentes converfis. Et hoc fallo vitatur omnis conti 

Z,\17X""' ■ " *'*■* »«—, ■< O..I,rZ, 

f”* , ° mmm aceu f iU > fvtesfe» incrementa concipienda 

funt non ut perexigua, [eu infinite parva, fed ut reveri nulla ■ 
Rationes enim prima non funt, nifi in ipfo momento ubi quantitates 
nqfci incipiunt ; ubifemel nafcunturjam defwunt effe prima Si 

: tz 4 7"~ f~y-, ..f 1 eJSES. L 

y f, unt r ” ulU - Facilioris tamen conceptus gratii po/Tunt 
pro Fixionibus fumi augmenta illa nafcentia , W New tonus mo- 
menta vocat, atque dejignat Utera o Fluxionibus appofiT Et 7» 
hoc modo concipiendi facilius cernitur relatio inter Methodum hanc 
Incrementorum & Methodum Fluxionum. Quapropter etiam Z 
Fropofitiombus nonnullis generalibus fpellanribJs Id IncreZIta 
quavis genere, vel finit,a magmtudenis, vel infinITZII 
ZZelta ‘ n FluM ^ vice tamen Fluxionum fLeodl 



Methodus 


Methodus Incrementorum. 

PARS PRIMA. 

UH traduntur Pracepta, cum Methodi In¬ 
crementorum in genere, tiim Methodi 
fluxionum. 
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infignitam 5 nempe profentem valorem defignando per literam 
fimplicem, procedentes per accentus graves fuprafcriptos, & fubfe- 


quentes per lineolas fubfcriptas. Sic exempli gratia funt x, x, 
x, x, ejufdem quantitatis valores quinque fucceflivi, quorum eft x 


valor profens, funt x & x valores procedentes, atque x 8c x valores 
fubfequentes. 


II. Fluxiones, quo funt in ratione prima Incrementorum nafcen- 
tium, vel ultima evanefcentium, defignantur pun&is indicibus In¬ 
crementorum ad literarum partes fuperiores tranfpofitis: Sic eft 

x Fluxio prima ipfius «eft cjufdem Fluxio fecunda * x Fluxio 
tertia *, &: fic porro. Fluentes etiam nonnunquam defignantur per 

lineolas (fimiles accentus acuti) literis fuprafcriptas : Sic x defignat 

fluentem ipfius x, feu quantitatem cujus Fluxio prima eft x 5 x de¬ 
fignat fluentem fecundam ipfius x, feu quantitatem cujus Fluxio fe¬ 
cunda eft x * 8c fic porro. Et ho lineolae in indicibus fluentum vim 
habent pun&orum (ut ita dicam) negativorum in indicibus Fluxio- 

« 

num: Sic fi fit »=2, 8c x defignet x, mutato figno defignabitur 

w -» 

x* per x. Porro fluentes quantitatum compofitarum defignantur 
nonnun quam per quantitates lpfas parallelogrammis inclufas j fic de¬ 
fignat | xg,» | fluentem ipfius xt\ 


P R 0 P. 
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P RO P. I. PRO B. I. 


Data iliquatione quantitates variabiles involvente 
invenire Incrementa . 


I N iEquatione prcpofira vice quantitatis cujufvis variabilis fcn- 
be eandem quantitatem proprio Incremento auttam, 8c reful- 
tabit iEquatio nova ; unde ablata iEquatione priori, reiiduum 
erit iEquatio, per quam dabitur relatio Incrementorum. 

Exempli gratia Iit iEquatio x?— xv 2 -E a 2 z — 3 3 = o, ubi a & 3iunt 

quantitates determinatae 8c immutabiles. Itaque pro u, 8t % lcrip- 

tis x+x t v\v> &&-E*, prodit iEquatio nova x 3 -E Bxx 1 + ix 2 x 

JL xi - XV 2 - XV 2 — 2XVV — XV 2 - 2XVV — XV 2 -E a 2 Z -E 

1 . . • • -» • • 

— 3 J = o •, unde fubdufla Aquatione priori, refiduum 3xx l -E 3 *'* 
x i — xv 2 — 2 xvv — xv 2 — 2xvv — xv 1 -E a 7 z* = «> fit Aquatio, 
cujus ope dantur relationes Incrementorum. 

In hac Solutione, fi pro Incrementis nalcentibus fcribatur nihil, & 
pro earum rationibus primis fubftituantur rationes Fluxionum, eo 
pa£to dabuntur relationes Fluxionum.. Et potelt operatio fimul & 
lemel perfici, ab initio negle&is terminis, cum iEquationis^ propo- 
fitac, tum & ob Incrementa nafcemia evanelcentibus, omnino Ut GO- 

cetur in Regula Newtomana , quae hatc eft * 

“ Multiplicetur omnis iEquationis terminus per indicem 
“ dignitatis quantitatis cujufque fluentis quam involvit, 8f 
41 in lingulis multiplicationibus mutetur dignitatis latus 
“ in Fluxionem luam* & aggregatum faftorum fub pro- 
“ priis 'lignis erit iEquatio nova* per quam definietur 
“ relatio Fluxionum. 

EXPLICATIO. 

tc Sunto a, 3 , c , J, &c. quantitates determinata? 8c im- 
« mutabiles, & proponatur iEquatio quaevis quantitates fluen- 
* B “ tes 
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,{ tes z, y> x, &c. involvens, uti *3 — X y 2 4- a 2 z — b J = 0. Multi- 
cc plicentur termini primo per indices dignitatum *, 8 1 in lingulis 
“ multiplicationibus pro dignitatis latere, feu x unius dimenfionis, 

“ fcribatur x, & fumma fa&orum erit $xx 2 — xf. Idem fiat in y , 
“ 8c prodibit — 2 xyy. Idem fiat in z, & prodibit a 2 z. Ponatur 
1C fumma fa&orum aequalis nihilo, 8t habebitur iEquatio $xx 2 — xy 2 
“ — 2 xyy 4 - a'z = o . 


“ Ad eundem modum fi iEquatio eflet x 3 — X y x 4 - a* / «x — y z 
u — b* = o produceretur $xx' — xy x — 2 xyy 4- a 2 V ax ~ j* = 
w Ubi fi Fluxionem v' a*— y l tollere yelis, pone V ax — y 1 = z, & 
“ erit ax —y' = & fper hanc Prop.) a* — 2^ = 2zz, feu 


~ !:1L = z, hoc eft = V a* 1/. Et inde 3*** — */ 

+ = <, 


Per operationem repetitam pergitur ad Incrementa, ut & ad 
rluxiones fecundas, tertias, & fequentes. Sit iEquatio xz — av = o. 
Tum per operationem primam erit xz 4- xz 4- xz — av = 0. In 

hac iEquatione pro x, x, z } z , v , v fcriptis * + *,* + ^ z 4- z, 

z + z, 1; f v, v + u, Oc. fubdufti* ZCquation», per operationem 

fecundam fiet 2xz 4- xz 4- 2 xz 4 - ** + 2xz 4- xz — av = 0. Sic 

in Fluxionibus propofita eadem iEquatione, fiet per operationem 

primam xz -f xz — av = o, per fecundam ixz 4- 'xz 4- xz — av 
= o. Et ftc pergere licet ad Incrementa, & ad Fluxiones tertias 
quartas, & fequentes. • 

Sed ubi hoc modo pergitur ad Incrementa, vel ad Fluxiones 
fecundas, tertias, & fequentes, convenit quantitatem aliquam confi- 
derare ut uniformiter crefcentem, & pro ejus Incrementis, vel Fluxio¬ 
nibus, fecunda, tertia, & fequentibus feribere nihil. Sic in Aqua¬ 
tione modd propofita xz — av s? 0 , uniformiter crefcente z, erit 

per 
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per operationem fecffndam 2xz + xz, + 2xz — av = 0. Et in 
Fluxionibus propofita eadem Aquatione, erit per operationem fecun¬ 
dam 2xz -j- xz — av = o, per tertiam 3xz 4- xz — au = o. Et in 
hoc cafu poteft commodi pro Fluxione data z fcribi r. Hoc patto 
Aquationes praedi£tac fiunt xz + x — av = o, 2* -+■ xz — au = o 7 
?x xz — au = o. 

PROP. II. PROB. IL 

In ALquatione incrementali 'variabiles quot vis involvente , vice 
omnium ifiarum Variabilium Jubflitmre Totidem novas per ea¬ 
dem Incrementa in ordine inverfo crefcentes, 

S I T * .quavis variabilium in Aquatione propofita, & u nova va¬ 
riabilis in ejus locum fubftituendaj ita ut dum augetur x, mi¬ 
nuatur u per eadem Incrementa. Tum fi fit n index infimi Incre¬ 
menti in Aquatione propofita, fatisfiet Problemati pro x, x, x, &c. 

fcribendo fequentes iplorum val^s *, ubi eft i quantitas determinata 
ad libitum fumpta, ^ 

x — d — u — wu — w.m-iu — «.«-I.W-2 U — &c. 

_ _ 2 "' 2 3 *•’ 

x = V 4- K.ID+ V-1.V-1V V- I.W 2.«-^U -F &C, 

_2 v ~ i” :: 

X = —i; — W- 2 U — M- 2 .W- 3 U — &C. 

2 :: 

x = u + 71 -^u -F &c. 

& fic porro. 


DEMON : 


(*) 

DEMONSTRATIO. 

A. B. 

i x . v + W -V- jv 4- v 

2. x x - - - - V 2V V 

3. x 4- 2x 4 x - . u + u 

4. x 4- 3* + 3* ■+■ * w 

Sit verbi gratia » = ?, & in tabulis A 8 c B exhibeantur quatuor 
valores corfefpondentes ipforum x Sc v in contrario ordine crefcen- 
tium ; qui per additionem Incrementorum facile colliguntur. Tum 
quoniam ex Hypothefi Incrementa correfpondentia in utraque tabula 
funt femper aqualia, dabitur fumma duorum quorumvis valorum 
eorreipondentium .v 8c v in his tabulis. Quare fi fumma ilta data 
fit d, erit 

X - -.- = d —V ~ JV - —V 

x 4" *.= 4,— v — 2V — v 

X 4^ 2X 4" * - • - =W— V —V 

x 4” 3* 4- 3* 4- * = i —v 

Tum fumendo Differentias harum Aquationum fit 

x - - - - - ~v 2V V 

X 4 * - - ‘ —V+V 

x 4“ 2x 4- x = v 

Et fumendo Differentias harum Aquationum fit 

x . . = - v — 7; 

X 4" * = - v 


Denique 




C 7 3 

Denique fumendo Differentias harum iEquationum fit x = v. 
Sed hi valores ipforum x, x, x, x, iidem funt, ac in lolutione juben¬ 
tur 5 & eadem eft argumentatio ubi eft n alterius cujufvis valoris. 
Quare pro fingulis x, 8t fuis Incrementis fubftituendo hujuftnodi 
valores, re&e folvitur Problema. Q. E. D. 

C O R o l; 

Ob Incrementa evanefcentia in Fluxionibus Solutio fit fim- 

plicior, exiftente x = d — v, x = 7', x = — u, x =s v, x = — v, 
& fic porro. 

SCHOLIUM, 

PofTunt equidem iEquationes incrementales pro lubitu transfor* 
mari ope iEquationum aflumptarum. Sic fi feceris x = vv, ca¬ 
piendo Incrementa ( per Prop. i.) erit x = 2w *+- w, x = 2vu 

+ 4 ^ + w, & fic' pctfr^toujjule transformabitur Aquatio pro 

x » x, x, &c. fubftituendo hos^pibrura valores. Idem fiet fi fit 

* = ^ — v. Sed in hoc cafu quoniam eft x = — u, erit v quantitas 

negativa 5 quare quantitas fubftituta v non erit quantitas revera iiv 
crefcens in iEquatione transformata, fed decrefcens, exiftente v ip3 

fius Decremento proxime auferendo. Proinde fi cupis iEquationem 
ita transformare, ut quantitates v decrelcant crefcentibus x, $ C 
tamen in iEquatione transformata fint v ipfarum v vera Incrementa, 

ut funt x vera Incrementa ipfius x, procedendum erit per hanc Pro« 
politionem. 


C 


PROP 
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PROP. IIL PROB. III. 

jEquationem fluxionalem , in qua funt fluentes tantum dat z & 
x y quarum z fluit uniformiter , ita transformare ut fluat x 
uniformiter. 

gOlvitur Problema pro x, x, x , &c. fubftituendo fequentes ipio- 
rum valores, nempe * = — x = — zzx 4- %z 2 x m 

z z* 

x s - zz*x -1- ICZZZX — l?z?x, &C. 

i 3 

DEMONSTRATIO. 

Sunto Ay B, C, Z), £, &c. quantitates ex x & datis compofitar, 
& fint a = Bx, £ = C* } C = DxjIX— E $ 9 & fic porro. Tum 

o * *■* 

ii ponatur z = ^ , erit z = 4(99 & ( fluente uniformiter z, J 
n = (Bx + Bx =; Bx -b, Cx 1 , 0 = (Bx’ + Bx + 2Cxx 
!+ C** = J Bx -b 3Cxx -b Dx3 , 0 = Bx •+- 4Cxx -b ^Cx* 
r -b 6Z)x l x -b £x«, sc tic porro ( per rrop. 1.) Sud ubi fluit unifor¬ 
miter x, & fluit inequaliter z, funt B =z, C ==z, Z) = z’, 

T i* U 

£ &c. Itaque pro B, C, jD, B, &c. fcriptis his ipforum va- 


loribus, invenientur ipforum x, x, x, &c. valores, ut fupra exhi¬ 
bentur. Quibus proinde in iEquatione fubftitutis, deinde fluet x 
uniformiter, atque z inequaliter. Q. E. D. 


SCHO. 



S C H O L I U M. 

Et eodem modo transformari poteft iEquatio, quae plures fluentes 
involvit v, j, &c. praeter z & x * modo nullius v, >, &c. Fluxio ul¬ 
tra primam in iEquatione involvatur. Quare fi in iEquatione, quam 
per hanc Propofitionem transformare velis, fint quaedam ipforum 
Vy y t 8Cc. Fluxiones fecundae, tertiae, & fequentes, primum eliminandae 
fune Fluxiones itte ope iEquationum datarum, & deinde procedet 
transformatio per hanc Propofitionem fa&a. 

p r o P. IV. T H e o R. i. 

Dati aEquatio/ie frater variabilem z, cujus valores omnes dantur, 
involvente alterius variabilis x Incrementa aliquot x , x , 

7H m + i 

x , &c. quarum prima fit x , & ultima, x , (ubi etiam 

dee (Te poffunt z 9 & omnia Incrementa x , x , &c* inter 

x & x medie ; ) atque datis pr at er e a m + n conditionibus 
m m -f-* 

[pedantibus ad m + n datos valores z 9 & ad totidem valores 
correfpondentes quovis modo fumptos inter valores ipforum x 9 
x 9 x 9 &c. in infinitum ; ita tamen ut non plures quam n 

valores fumantur ipfius x , vel x * vel cujufvis Incrementi 

inferioris , vel inter plura Incrementa x , x , v , dr in- 

feriora ) nec piares quam n + I valores fumantur ipfius x \ 

nec plures quam n + x valores fumantur ipfius x ; atque 

fic deinceps 9 dabuntur omnes vitiores ipfius x ex datis omnibus 
valoribus z. 
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DEMONSTRATIO. 

Per iEquationem datam datur x exprefla per s & per Tncre* 

«* +« 

menta x , x , * , &c. ipfo a: fuperiora. Unde (per 

» «+I » + 2 

Prop. i. ) dabitur proximum Incrementum * per eafdem 

quantitates expreflum 5 deinde (per eandem Propofitionem) 
dabitur proximum Incrementum x per eafdem quan- 

m + n ■ 4-2 

titates expreflum; 8c operationibus • in infinitum continuatis 
dabuntur omnia Incrementa ipfo x inferiora exprefla per eaf- 

w -f ■ n 

dem quantitates z., & per Incrementa *, at/ * , &c. ipfo x 

. » w-f 1 m+z m Jf. n 

lupenora. Si itaque fint & c , c, c, &c. ipforum z, & *, 

&c. certi quidam valores correfpondentes, dabuntur omnia 


? » , c , > ? , &c. in/infinitum exprefla per a, & 

^ * c , > &c * ipfo c fuperiora. Unde per additionem 

« w-f, w -f - 2 «.f* 

continuam dabuntur ofhnes valores ipfius * in tabula ante conti- 

m 

nuatl Et pro x. Cc * fubfliruils novis variabilibus (per Prop. 2.) 
eodem modo dabuntur omnes valores * in tabula retro continuata. 


Deinde per additionem & fubduclionem continuam dabuntur omnes 
valores Incrementi proxime fuperioris at , exprefli per ealdem 

m - i 

quantitates, & per c : Et deinde eodem modo dabuntur om- 

T» - 1 

nes valores Incrementi adhuc fuperioris x exprefli per eafdem 

• m - 1 

quantitates 8c per c . Et fi$ pergendo dabuntur tandem omnes 

m -z 

valores 


i 


L 


( I o 

valores ipfius x exprefli per a & per terminos c , c, c, 8tc. ipro e 

m\n 

fuperiores. Sed terminorum, c, c, c, 8cc. ante c numerus eft 

m -f v. Quare per conditiones numero m n determinabuntur 
omnes c , e, c, &c. adeoque dabuntur omnes x. Q; E. D. Sed 

quoniam valores iplorum x , * ., x , &c. includunt terminos 

m m -4" i w-^2 

tantum c, c , c , &c. quorum numerus eft tantum »* 

?» w -f* I m -f- 2 

ergo nequeunt plures quam n conditiones applicari ad valores Incre¬ 
menti x & inferiorum. Item quoniam valores ipfius x inclu- 

7» ^ m - i 

dunt terminos tantum c , c, c , &c. quorum numerus eft 

m — I m m-\~ i 

tantum n i, nequeunt plures conditiones quam n + i applicari 
ad valores Incrementi x : Et fimilis .eft argumentatio in 

m - X 

cacteris. Unde per hoc Theorema re£te determinantur data, & eorum 
conditiones, in iEquationibus duas tantum Integtales SC earum 
Incrementa involventibus. 


D P R 0 p: 
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PROP. V. THEOR. II. 


Datis duabus /Equationibus, pr<eter z, cujus valores omnes dan¬ 
tur y involventibus ipforum v & x Incrementa aliquot , quorum 
fuprema in utraque /Equatione fint v & x, & infima in una 

P * 

JEquatione fint v , & x , & infima in alteri ALqua - 
p-\~a '7T'4" et 

tione fint v , & x \ fi fit m numerorum a + /3 

& cl + b maximus, dabuntur omnes v per conditiones nu¬ 
mero m + p fpetfantes ad m + p valores ipfius z> dr ad 
totidem valores refpondentes ipforum v 9 v , v, &c. & x, 

, rr 

x , x , &c. atque dabuntur omnes x per conditiones 
T*f 1 

numero m + w [pe 51 antes ad m + ir valores ipfius z f & 
ad totidem valores refpondentes ipforum x , x, x , efo. 

v y v , v , efc. /te quidem ut conditionum numerus 
P P ’fi P + 2 

#0/; amplius m applicari poffit ad valores Incrementorum v 

p 

& x } & inferiorum , reliquis conditionibus applicandis ad va- 

it 

loref ipforum x 9 x 9 x, v 9 v 9 v , &c. ipfis x & v 

* p 

fuper iorum juxta leges v alorum Incrementorum ipfa x fu pe- 

m 

riorum in Fropofitione quarta , hoc e fi, ut ad minimum unus 
valor fit ipfius x 9 duo valores fint ipforum x & x, tres va¬ 
lores fint ipforum X, x, x ; & fic de v y v, v 9 &c. atque 
deinceps . 

• DE. 
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DEMONSTRATIO. 

Nam per iEquationes datas, 8c per Aquationes novas inde deri¬ 
vatas (per Prop. i.) eliminato v cum fuis Incrementis, dabitur 
Aquatio praeter z involvens tantum Incrementa ipfius x, quorum 
fupremum eft x, 8 c infimum eft x . Et proxime ante inventam 

rr rr -\-m 

Aquationem iftam dabitur Aquatio praeter z, & ipfius x Incrementa 
x 8t inferiora, involvens tantum v. Unde, dabitur v expreffum 

rr p P 

per z, 8c per ipfius x Incrementa x 8 1 inferiora. Sed fi fint a, & 

rr • 

c , c , c, &c. ipforum z, & x, x, x, &c. valores quidam cor- 
refpondentes, dabuntur omnia Incrementa x & inferiora exprefla 

rr 

per a , & per ipforum c, c , c , 8tc. numerum m (per Prop. 4.) 

rr rr-\-i T-f * 

Quare etiam dabuntur omnia v per eafdem quantitates expreflai; 
P 

Unde fi fint d, i, d, 8 cc. ipforum v, v, v, &c. valores ipfius x 

valori a refpondentes, &c continuetur feries d, d> d , &c. ufque 

d inclufive, ut fit terminorum numerus p , dabuntur omnes « 
P ~ 1 . _ 

expreflk per quantitates d, d, d, &c. & c, c , c , &c. 

cr cr-pi 

quorum omnium numerus eft m -p p. Exprimentur autem omnes 
valores ipfius x per quantitates c, c , c , &c. quarum numerus eft 

m + rr. Quare determinatis omnibus c, c, c, &c. per conditiones 

numero m 4- rr fpe&antes ad valores x 8c fuorum Incrementorum 5 
deinde determinabuntur omnes i, rf, d y &c. per alias conditiones 

numero p fpe&antes ad valores ipforum v, v, u, &c. vel deteri 

minatis 
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minatis omnibus <?, 2 , 2 , &c. & aliquot ex terminis c\ e ; 

nAri 

c , &c. per conditiones fpe&antes ad valores u, u, i>, &c. 

reliqui terminorum c, c, c, &c. determinabuntur per conditiones 

ipeftantes ad valores x, x, x, &c. Unde per conditiones m + p 

dabuntur omnes v, Sc per conditiones rn \ * dabuntur omnes x, 
(Q. E. D.) 8z per conditiones omnino m -\- p t dabuntur omnes 
cum v, tum x. Quomodo autem conditiones applicandae fint ad 
valores v & x, & fuorum Incrementorum ipfis v Qcx fuperiorum, 

p <T 

fatis conflat ex Propofitione quarta, 

SCHOL 1 UM. 

Ad eundem modum per eliminationes variabilium etiam pergere 
licet ad inventionem conditionum, quibus attringi poliunt tres, vel 
quatuor, vel plures iEquationes-incrementales involventes tres, vel 
quatuor, vel plures variabiles praetere, cujus valores omnes dantur. 

Sit iEquatio z 2 x — zx ■+■ b' = o. In hac iEquatione ad mentem 

4 

Propofitionis quartae efl x idem ac x, atque x idem ac x 5 

m \ m n 

unde funt m = 2, & « = 2. Quare per conditiones quatuor da-j 
buntur omnes •*, ca, vlaiij vnuiilUus **. Et ijuuiiiani df a primum 

omnium x, x, x, &c. quae in iEquatione occurrunt, ad minimum 

duae conditiones applicanda: funt ad valores ipforum x & x 5 ita, ut 

vel una conditio applicetur ad valorem x, & alia ad valorem x, vel 

utraque applicetur ad valorem x. Reliqua: autem conditiones pof- 
funt pro lubitu applicari ad valores omnium x, x, x, 8tc. in infi¬ 
nitum 5 ita, ut vel una conditio applicetur ad unum ex iftis termi¬ 
nis, & alia ad alium 5 vel etiam ut omnes conditiones applicentur 
diveifos valores ejufdem termini. 


Sint 
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Sint duae Aquationes * — v •+■ vz = o, & xz v — o. In his 

Aquationibus ad mentem hujus Propofitionis eft p = i, * = 2, 
a =-. 2,* = 0 , b = 1, $ = 1. Unde fit + ^ = 
adeoq ^m = 3 ( = a + / 3 ,) atquew +? = 4 > m + * — 5 , & 
772 q. p 4. *r =6. Proinde per quatuor conditiones dabuntur om¬ 
nes valores u, per quinque dabuntur omnes x, & pe* f ex conditiones 
dabuntur omnes cum x, tum u. Quarum conditionum ad minimum 
una referenda eft ad valorem u, dux ad valores x & x, reliquis 


tribus utcunque applicandis ad valores Incrementorum y, x, 8c 


inferiorum. 


Sint Aquationes fluxionales dux v' — x 1 — — 0 , 8 t 

zv — zx»x — xx = 0. Tum ad mentem hujus Propofitionis erunt 

4 

v = V , X = x, W = *>, X = X Y = v > & 
p <r > + • * + * * + 

adeoque p = 1, * = 0, a = 0, * = 1, & = 2, £ = 4> <* -F £ — 4 » 
« + b = 3 v unde fit w =4, w+]) = 5, « + = 4 , at £ ue 

m + p + = Dabuntur ergo omnes x> & x ex datis omnibus 

z per conditiones omnino quinque * quarum ad minimum una perti 
net ad valorem ipfius v, reliquae poffunt utcunque applicari ad 
valores ipforum v, x, 8c Fluxionum fuarum. Proinde fi cunae dux 
fint deferibendx, quarum ordinata fint v &: x, & abfcifTa commu¬ 
nis x, deferipta curva cujus ordinata eft v per quinque punfla 
data * vel per quatuor punfla St fecante quintam ordinatam in 
angulo dato*, vel in genere qua: tranfeat per unum punftum 
datum, & quatuor ordinatas politione datas fecet vel in punflis, 
vel in angulisulatis, vel in earum extremitatibus habeat curvaturam 
datam, veHymptomata quaedam curvaturae pendentia a valoribus 

Fluxionum x;, v, & inferiorum *, dabuntur omnia pun£la utriufque 
curvae. Vei etiam fi deferibatur altera curva, cujus ordinata 
elt x *, ita, ut quatuor ordinatas vel fecet in pur.Qis datis, vel alias 

E fecet 
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fecet in punftis, alias in angulis datis 5 vel in earum extremitatibus 
curvaturas datas -habeat, vel habeat alia quxvis fymptomata cur- 
vaturac pendentia a Fluxionibus tertiis, quartis, & inferioribus *, da¬ 
buntur omnia pun£ta utriufque curva: ex dato praeterea uno valore 
v. Et modo detur una conditio refpiciens valorem v, conditiones 
reliquae poterunt pro lubitu diltribui inter valores ordinatarum * 8c 
v , &: Fluxionum fuarum. 

Porro in his cafibus poflimt duo vel plures dati valores z inter fe 
aequari, vel (quod idem eft in Geometria) poliunt duae vel plures 
ex ordinatis politione datis coincidere. Sed hoc pendet a certis con¬ 
ditionibus petendis ex natura Aquationum quarumvis propofitarum. 

.. 4 

Sic propofitis duabus Aquationibus xv = a & xz A x — vv = a, 
pu hanc propofitionem erunt conditiones quatuor, qua: poflimt pro 
lubitu applicari ad valores * & v, &c Fluxionum fuarum. Sed ob 
Aquationem primam xv = z non poflimt coincidere ordinata?, qui¬ 
bus applicantur conditiones fpeftantes ad valores utriufque v Sc 
* nec ob Aquationem fecundam poflimt coincidere omnes quatuor 
ordinata?, quibus applicantur conditiones fpe&antes ad valores om¬ 
nium X , *, v } v j nam datis fimul utrifque x & v determinatur z 

. .. 4 . 

per Aquationem primam * & datis fimul omnibus x, x, v, v , item 
determinatur z per Aquationem fecundam ; utrumque contra Hy- 
pothefin. Eodem modo capiendo Fluxionem Aquationis primae 

(pro z feripto 1 ut prius) invenies xv A xv = 1 * unde etiam 
conflat non pofle coincidere omnes ordinatas, quibus applicantur 

conditiones fpeftantes ad valores omnium x , x, v, v. Et iterum 
capiendo Fluxiones Aquationum propofitarum forfan dabuntur alii 
limites hujufmodi conditionum. - 

Adhacc, ut in Aquationibus^ integrales tantum involventibus, fic in 
Aquationibus incrementalibus, quantitates variabiles funt certis li¬ 
mitibus obnoxia:.. Sit exemplum in Aquatione fluxionali — ax 

A z = 0. 
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■+• z == o. Hinc elt x — ^ ax — z j unde erit x (adeoque & om¬ 
nes ipfius Fluxiones) impoflibiiis ubi eft ax <yZ. Ejufdem Aqua- 
tionis Fluxio fecunda eft 2x x 4- 2xx — ax = 0 unde fit 

x = ^ iax — xx *, erit ergo femper xx v 4*x. E* e0< ^ em mo ^° 
per ulteriores Fluxiones Aquationis propofitae forfan invenies alios li¬ 
mites variabilium. 

onv 

LEMMA I. 

In /Equatione plura ejufdem quantitatis variabilis Incrementa involvente , 
per nullam regulam generalem certo definiri potefi ad quot dimenfiones 
afcendat quantitas illa in /liquatione integrali definiente ejus relationem 
ad alias quantitates variabiles. 

In Aquatione fluxionali xx 4- xx 4- nxz 4- xx = 0, quantitates 
funt femel tantum affe£te, & ubi eft n = 2, datur x ex dato s per 
Aquationem quadraticam * fed tamen fi fiat n = 3, non dabitur x , 
nifi per Aquationem cubicam* fi n = 4, non dabitur x, nifi per 
Aquationem biquadraticam * fi n = 4, non dabitur x, nifi per 
Aquationem quinque dimenfionum: Denique fi terminorum reli¬ 
quorum coefficientes fiant generales, ut fit xx 4 wx 5 4 + P xz 

= 0, dubito an dimenfiones Aquationis quacfitae per ullam certam 
legem definiri polfint, fi quidem omnino dari poteft x ex dato z per 
Aquationem terminorum numero finitam. Sit alia Aquatio 

4*3z 2 — 4^ 5 z 1 =; 1 4 - In hac Aquatione afcendit x ad ter¬ 

tiam dignitatem, & afcendit x ad fecundam 5 attamen datur x ex 
data z per Aquationem duarum dimenfionum, cujus radix eft 

x = — l -~ 1 —- 1 Mutatis vero coefficientibus haud certo fcio an 

a -a*z,| 

dari pofiit x ex dato sj per Aquationem fiqftam. 


PROP. 


(i»; 

PRO P. VI. PROB. IV. 

Datis tot / liquationibus , quantitates integrales & Incrementa ut - 
cunque promifcue involventibus , quot funt variabiles x, v y 
&c. ad z referenda , c»//// vAlores omnes dantur \ invenire 
relationes lntegralium per Aquationes ab Incrementis liberas , 
coefficientes invariabiles indeterminatas adaptari poffint 
ad conditiones Problematis per has Aquationes folvendi . 

SOLUTIO. 

Tenta num Aquatio aliqua propofita, vel ejus multiplex, vel fub- 
multiplex aliqua fit cognitum aliquod Incrementum quantitatis ali- 
cujus cognitar. Hoc fi fit, vice iftius Aquationis propofitae fubftitue 
quantitatem illam cognitam faftam aequalem quantitati cujus Incre¬ 
mentum primum, vel fecundum, vel aliud quoddam eft nihil *, prout 
Aquatio propofita, vel ejus multiplex, vel fubmultiplex fit Incre¬ 
mentum primum, vel fecundum, vel aliud quoddam quantitatis iftius 
cognitae. Hoc idem fa&o in omnibus Aquationibus propofitis, fi 
Aquationes inventae integrales tantum involvunt, dabitur Solutio in 
terminis numero finitis j quae per coefficientes indeterminatos in 
quantitatibus aflumDtis accommodabitur ad conditiones Problematis. 
Q; E. F. 

Sed fi hoc pafto Problema folvi nequit, per eliminationes varia¬ 
bilium (ope Aquationum datarum, & novarum Aquationum inde 
derivatarum per Prop. i. fi opus eft) quare tot novas Aquationes 
quot funt variabiles *, v , y , &c. przter z., quarum una involvat 
rantum .v cum fuis Incrementis (nempe pmer z,) reliquae involvant 
duas tantum variabiles x & x & &c. (quarum una fit femper 

.v) cum fuis Incrementis (in omnibus Aquationibus femper fubin- 
telle&o z.) Per Aquationem involventem tantum x cum fuis Incre¬ 
mentis quare valorem ipfius x , expreftum per dignitates ipfius z, 
ope Propofitionis alicujus fequentis. Deinde ope hujus Aquationis 

elimi- 
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eliminentur x cum fuis Incrementis ab Aquationibus involventibus 
tantum x & x sc>, 8cc. cum fuis incrementis; & per aequationes 
hoc modo refultantes quaerantur valores ipforum t/, y, &c. exprefli 
per dignitates ipfius z, eodem modo quo quaerebatur valor ipfius x. 
Atque hoc pa£to dabuntur omnes x, 7/, y, &c. exprefli per dignita¬ 
tes ipfius z. Qui valores accommodabuntur ad conditiones Proble¬ 
matis ope coefficientium adhuc indeterminatorum. Et fi horum va- 
lorum aliqui prodeunt in terminis numero finitis, vel in feriebus 
quae ad expretfiones finitas reduci poliunt, ex hdc parte dabitur fo- 
lutio vere Mathematica in terminis numero finitis. Sed ubi Series 
ad terminos finitos reduci nequit, lolutio pro Mechanici eft haben¬ 
da , atq^ feriei ufus erit in inventione radicis quaefitae x, vel z/, vely, 
&c. per approximationes. 

SCHOtrU M. 


Redu&io aequationum propofitarum ad aequationes integrales in 
hac folutione plurimum pendet a folertia Analyftae in inventione in¬ 
crementorum (per Prop. i.) exercitati. Quare in hunc finem utile 
eft quantitatum variis modis compofitarum incrementa quaerere, 
eaq; in tabulas referre, quae deinde confuli poliunt, quoties opus eft 
alicujus incrementi integralem invenire. Hujus generis eft fequens 
tabella. 


Incrementa. 

1. az 4- czzz> -f. 

\ \\ 

dzzzz 4- &C. 

< 7 ~ , bz cz 

2. -4- ——- 4- •—- J. 

zz zzz 1 nzz T 

d* 

zz z z z ^ ^ C ' 


Integrales. 

A 4" 4 a & + x fc» 4“ f czzz ^ 

% K\ \W 

^dzzzz 4- &c. 


qzz z z 

\ \% w 


2ZZ 


— &c. 


c 

z 


F 


Fluxiones. 
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Fluxiones. 


- - - r 9-1 A -1 

2» $ z x -f- hxz * Z X 


-- 8-1 X-I | fi \ U 

^3» -SxJru-f" Xxzv -4“ (AvzxXZ X j A -f * * I/. 


Fluentes. 

I fiTi Z + A ' 

f \ 

A *f z x 


4* bzxyy-\-Kxzvy-\-^vzxy -f- 'Tjzxv X 

6-1 *-l /M-I *r-i 

z X V y 


9' \ fA n 

A + z x v y. 


Comparando exprefliones^ cum hujufmodi exemplis folvuntur 
quaedam Problemata. Sit aequatio xxx — x-x— 2x*x = o. Com¬ 


parando hanc aequationem cum fluxionis tertiae faftore $zxv -f 

invenitur a=i, *=—i, — 2 , ipfis i, x, * in 

hac aequatione fubeuntibus vices ipforum z, x, i/, in fluxione ifta. 

Unde fit fluens xx. x aequalis quantitati datae, (quoniam eft 
ipfius^ fluxk) aequalis nihilo J Sit itaq, a quantitas data, atq* erit 

xx X = az (nempe completis ordinibus fluxionum per di¬ 
gnitates fluxionis datae z.J Hinc fit x = azxx 1 . un de iterum re¬ 


grediendo ad fluentes (ad exemplum fluxionis zz * ) fi t * = 

bz. Quo pafto jam revocatur aequatio fluxionalis ordinis 
tertii ad aequationem fluxionalem ordinis tantum primi. 


Ad eundem modum poteft aequatio i 2 = xw, vel (pro * feri- 

pto i) *» = x i revocari ad ordinem fuperiorem, Nam extrahendo 

radicem 
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radicem fit x = x , Duc aquationem in x, atq^ fit x x = 

. 1 . 

** 3 unde capiendo fluentes fit JL = JL x * 4- 
2 5 


Sit alia aequatio x* = xx: tum extra&a radice fit x = x x , 

•• • Y . T i -i 

hoc eft xx = xx , unde capiendo fluentes fit f x’ = j- x’ + a , 

. - i. 

vel fi placet x = x -f a . Et hoc modo per multiplicationes, di- 
vihones, & extra&iones radicum reducendo exprefiiones ad formas 
nuxionum cognitarum, vel inveniuntur ipfx fluentes, vel revocan¬ 
tur aequationes ad fluxionum ordines luperiores. 


PROP. VII. THEOR. IIL 


z & x quantitates du<e variabiles , quarum z uniformiter 
augetur per data incrementa z 9 & ft nz =<i/, v —* = v 9 

v z~Vy & fc porro. Tum dico quod quo tem¬ 
pore z, crefcendo ft z v, x item crefendo fiet 


i u 

x 't x — 

• 1Z 


+x 


vv 

1.2Z z 


■+■ X. 


V V V 
I.2.3Z.5 


+ 8CC. 


DEMON*. 
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demonstratio. 


X + * 

X+2X-J-X 


&c. 


X 

■ 

X 

X 

X 

X-f X 

x+x 

x -J- X 

&c. 

x-f 2 x-f X 

*+2* + x 

&c. 


*+j *+3 *+* 

&c. 


t 

j &c. 

1 

«fc Vf i 

1 

1 

■ 1 


Valores fucceffivi ipfius x per additionem continuam colle&i funt 
x, x-fx, X-V-2X+X, x-v-^x-f 3x+x, &c. ut patet per operationem 

in tabula annexa expreflam. Sed in his valoribus x coefficientes 
numerales terminorum x, x, x, &c. eodem modo formantur, ac 

coefficientes terminorum correfpondentium in (Jignitate binomii. 
Et (per Theorema Newtomanum) fi dignitatis index fit coeffici- 

cientes erunt i,—x 7 !Hl , _!L x^Zl x &c. Er- 
112123’ 

go quo tempore * crefcendo fit z + ?tz, hoc eft z + v, fiet x squa¬ 
lis feriei + n —x + — x w 1 x^"“ 2 -t-x^c. 


Sed funt 


*=i »- 

1 \ * / *• 2 ~\ ** 


( 5 § ) 

/l a—ix , _\ ^ &c p ro - M j e q U0 te mpore* crefcendo fit js+u, 

\ ** / f 

* i n 

eodem tempore x crefcendo fiet x x — + * # —+x v v v , 

• ij •• 1.2** 

+ 8cc. 

C O R O L L. I. 

it »«***« 

Et ipfis %, x, x, x,&c. iifdem manentibus, mutato figno ipfiiw », 
quo tempore x decrefcendo fit x — u, eodem tempore * decrelcen- 

do fiet x — x —-f x , &c. vel juxta notatio- 




• I. 2. 


7 / *'*' u u u ^ h 

nem noftram x — x-E *_L_ — * * &c. ipfis vjv&ci 

'*? -I.2X 1 VI. 2.3*5 

converfisin — v, — u, &c. 

C O R O L L. II. 


Si pro Incrementis evanefcentibus fcribantur fluxiones ipfis pro¬ 
portionales , fa&is jam omnibus v , z>, v, v, &c. aequalibus 

quo tempore x uniformiter fluendo fit x + » fiet x, x -f x JL -f- 

IX 

V — - f x-^-r- Stc. vel mutato figno ipfius v , quo tem- 

I. 2X l i. 2. 3 v 

pore x decrefcendo fit x—x decrefcendo fiet x — x—r- 

i* 

;_sL-i--J2L, +K c. g * prop. 

I.2%* *' 2 ' 3 *’. 
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PROP. VIII. PROB. V. 

Datk /Equatione 'frater uniformiter crefcentem z involvente 
quotvis incrementa alterius variabilis x ; invenire valorem 
x ex dato z fer feriem terminorum numero infinitam. 

Per Propofitionem primam quaere aequationis propofito incremen¬ 
ta omnia in infinitum. Tum fi fit * infimum incrementum ipfius 
* in aequatione propofira per has aequationes dabuntur omnia incre¬ 
menta * & inferiora expreffa per incrementa ipfa x fuperiora. 

Sint a , & c, c, Cj c, Stc. certi quidam valores correfpondemes ipfo- 
ium z & x } x, *, x, &c. atque‘per eafdem aequationes dabuntur 
omnes termini * , n ^ rl \ & fequentes exprefli per terminos pro¬ 
cedentes ipfum G . Unde fi pro z fcribatur a 4- dabitur * per 

aquationem x = c 4- c 4- c 4- c __ vvv 4- & c . (per 

• lz - 1. 2X 1 v i.a. 3 z 3 r 

Prop. 7.) tibi terminorum coefficienres vpp^rpisx quorum nu¬ 
merus cft w, dabuntur per totidem conditiones Problematis. 
SCHOLIUM. 

Ubi elt x compofitum aliquod ex dignitatibus integris affirmativis 
ipfius z , evanefcentibus incrementis inferioribus, poft certum nume¬ 
rum terminorum feries abrumpetur & fiet finita. Sit aequatio xz — 

x 4- iso, & fit %= 1. Tum capiendo incrementa, fiet xz 4- * = o. 

V ..- ., - " f r Sed 


3 
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Sed hoc fieri nequit nifi fit x = o i alias enim determinaretur z per 
aequationem & 4- i = o. Ergo fi pro % fcribatur a 4- v , & fint c 
ipforum x &: * valores quando v = o, erit femper x = c 4- cu, 
hoc eft, (pro c fcripto ipfius valore per aquationem propofitam in¬ 
vento) * = c 4- — 1 v t hoc eft (pro v fcripto ipfius valore z — ay 
* = 1 4 -~z. 


In feriebus hoc modo prodeuntibus poft aliquot terminos ex ob- 
lervata analogia plerumque poliunt inveniri coefficientes fequentes 
abfque ulteriori calculo. Et poliunt nonnunquam feries inventa: 
comparari cum aliis feriebus cognitis,""'quae producuntur a cognitis 
expreflionibus finitis .^oujre vice lerierum fubftitutis illis exprefiio- 
nibus finitis, eo pa&o dabuntur integrales in terminis numero finitis. 


Sit a:quatio fluxionalis xz 4- nxx — * — x 1 = o, ubi pro z feribi- 
tur 1. Hinc fitx = — ^^ vel (pro x fcripto y)x=z^~. 


Et per calculum continuatum invenietur x = (2 — n x — => 

y J 

■- AT " 4 --- x ’*• 5 - y. 4 

2 n y x, X = 3 — 2W y x, x = 4 — 3» & fic porro. Quare 

(pro a 4- vc fcripto py) per hanc Prop. erit x ~ c 4- cv 4- 4. 


1 — n c cv\ 1 
I. 2 . » 


2 - M. 3 — 2». C „ 

I. 2. 3' 4i> 1 


— 4- &C. hoc eft x = e 4- c v 4. 


CP X . ri !*,,,« I 2 — . n I 2— U 3 — 2» * 

-f- x T X -* c 1 v 1 +*-- X — x 4- ;x;: x x -— c4v4 

ne 3 ? 1 ? aj> 3i> 1 V 3 P 4p u 


4 -&c. Sed numeri w, 1,2—?/, 5—2»,8cc. producuntur per continuam 
fubduftionem numeri «— 1. Quare fi fit p — n — 1, ciit ferres 


_ n 

y X ~ C 1 xr- 4- y X yy c? v? + &C. == 1 4* ct|” 1 — 1 4* 







< *0 ' 

c v. Pone itaque p = n — i, hoc eft, fiat a = « — i — ^ 

_ 2 

atqne dabitur x per aquationem finitam x c ^ cv 4- c * 


- : — 4-1 « .. • i % 

i + c v\ — i — cuj ubi eft c ~ c -~rLL- 9 atque v = z — » 

-f i •+■* * c 5 atque incogniti c & c determinandi funt per duas con¬ 
ditiones Problematis. Porro in hac aquatione x 8c z fubeunt vices 

ipforum z & x in xquatione 4" xx -4* nxz 4* xz = o, quam 
adduximus in Lem. i. Eam vero in ordine ad inventionem hujus 
exprefiionis finita: (abfque ifthac transformatione quidem frultra 
quacfitat) transformavi per Propofitionem rfertwfti. Cujus Propofitio- 
nis ufus quantus fit conftat etiam ex hoc exemplo. Sed & fluente 
uniformiter ubi instquatione propofita involvuntur fluxiones fecun¬ 
da:, tertia:, vel fequentes ipfius x, fi per hanc Propofitionem cupis 
invenire vaiorem ipfius z ex dato x, erit aequatio eodem modo 
transformanda. 

Nonnunquam per alias transformationes inveniuntur exprelfiones 

_ 2 . 

finita:. Sit aquatio 4*3 — 4x 1 = i-+-z 2 | x a (quam etiam ad- 

0 \ 

duximus in Zm. 1.) Pono * = v y * deinde fubftitutojioc valore 

8t valore fluxionis * inde refultante, qua:rendo aquationis formam 
fimpliciflimam determino indices $ &: a, 8c vaiorem unius t/vel>. 

—-- 9-1 

Hinc ergo fit x = 4- x v y , atque (per fubftitutionem) 

3* 3» 4 -; —-:—i 1 29-2 2K-2 

4U > —41; j| = I + z, | v y . Pono 1/= 

6 2_2 

& aquatio fit fimplicior 4U y — 4)*= 2$*/ 4 - . Po- 

0 2 '--2 9 . x a 

nOA = - 2 & fit u —j» = $zy—}v |, hoc eft v = r *_*y— 

4 v*y l . Pono d^niqj- 3 - = j, atque fit &z z 4-1=1;, quo 

pa&o 
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pa£toaequatiodivifa per ufiti=) 1 - 2 zyy + 1?;. Unde capiendo 

fluxiones fit o = 2 yy — 2» — 2zjj — zzyy vyy + 2vyy, hoc eft 

(pro v fcripto ipfius valore iz) — zzyy -+■ it/jy = o. Hinc fit vel 

y = o, vel — ayi 4- uy = o. Si fiat — zy + vy = o t invenietur 
y z = v, adeoq 5 x = (ry - 1 =) 1 * quae eft lingularis quaedam folutio 

Problematis. Sed fi fiat y = o, proipforum z,/, &> valoribus concur- 

rentibus fcriptis o, a, & a, invenietur a = V1 — aa, adeoque erit 
J = *+VI — aaz (per hanc Propofitionem,) & inde x = (v'y x =) 
l 

a + V7— a*z -f| 


Quoties fieri poteft ipfius z valor datus aequalis nihilo, nec eo 
pa£lo termini leriei redduntur infiniti, feries prodibit in forma fimpli- 
ciori afcendens per dignitates ipfius z. Et in hoc cafu poteft aflumi 
feries in terminis generalibus exprimens valorem x * in qua coeffi- 
cientes poftea determinentur per comparationem terminorum, ad 
normam fequentis exempli. 

Sit aquatio x — xz — zx = o. Pone x =A -f Bz -f Cz J + 
Dz? + Ez* + &c. Tum capiendo fluxiones fit x = B •+• 2Cz + 
qDz* 4- 4Ez? -f &c. atque x = 2C -f 6 Dz + i2Ez’ -f &c. Qui¬ 
bus valoribus ipforum x, x, x in aequatione fcriptis, 8 c terminis 

difpofitis fecundum dignitates ipfius z fit 

2 C+ 6 DZ+I 2 EZ 1 -!- } 

—2A-—2B — 2C stc. C =3 o. In h$c aequatione (ne fiat z 

— B — 2C &c. J 

quantitas determinata per aequationem affeftam alicujus ordinis 
Analytici, quod in hoc cafu eft abfurdum, quqnigm ex hyppthefi 
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eft z quantitas variabilis, & femperad libitum lumenda,) debent 
termini omnes evanefcere per fe, per valores coefficientium A, B, 
C, Scc. Erit ergd per terminum primum C = A, per fecundum 
D = 4. B, per tertium E = ~ C = f A, & fic porro i unde fit 
x = A + Bz Az 1 + Bzi -h -f Az* -f &c. 

Ubi hoc modo procedere velis per aflumptionem ferierum in¬ 
formis generalibus, fepe difficile eft iftas formas invenire * prae. 
lertim fi cupis coefficientes^^uot ogus^eft ij^eterrpinatos efle reli¬ 
sos, ut confulatur ^conditionibus Frolbfematis. 'Sene^T quafdam 
particulares quaerit Newtonus per extractiones radicum ab ccquatio- 
bus affeCtis, & methodum docet, concinnam fane & elegantem, 
inveniendi formas hujusmodi ferierum, per difpofitionem termino¬ 
rum in parallelogrammis. Quod Artificium (fa£ta levi mutatione) 
in fequenti propofitione explicabimus. 


FROP. IX. PROB. VI. 

Data aquatione fluxionali duas tantum fluentes z, & x , c£* 
earum fluxiones involvente , quarum z uniformiter fluit fer 
fluxiones \ ; invenire formas Seri erum afeendentium fer di¬ 
gnitates tfflus z 9 fer quas exfriml joffit vator iffiua x. 

Seriei qua tfitz forma generalis eft Az. A- Bz ^ 4. 

&c. & in dato cafu fpeciali determinandi lunt indices dignitatum 
$ & *. Qui tales efle debent, ut, converfis omnibus terminis aqua¬ 
tionis propofita in ieries, in iis fubftituendo valores ipfius x 8c 
fluxionum fuarum per hanc feriem, & per ejus fluxiones expreflos 
poflint termini omnium ferierum hoc modo provenientium ita inter je 
difponi, ut, per comparationem terminorum in quibus funt eadem 
dignitates ipfius % queant determinari coefficientes A, B , C, D, &c. 
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vel omnes, vel quot fieri potelt. Ad hoc duo requiruntur. Pri¬ 
mum, ut indices dignitatum z, in leriebus ex terminis aequationis 
propofitae per fubftitutionem provenientibus, omnes cadant in ean¬ 
dem feriem arithmetice proportionalium •, alias enim lemper efTent 
termini folitarii, per quos vel nihil determinaretur, vel fierent om¬ 
nes coefficientes aequales nihilo. Secundo etiam requiritur, ut 
ferierum hoc modo provenientium ad minimum duarum terminorum 
primorum indices inter le sequentur, ut determinetur coefficiens 
primus A : ne per terminum folitarium in initio aequationis ad com¬ 
parationem terminorum inftituendam ordinata: fiat coefficiens A, vel 
forte quantitas aliqua data in aequatione propofita, aequalis nihilo * 
quo pa£to perturbetur ordo leriei invenienda:. 

His praemiffis, fi terminus aliquis aequationis propofita: fepofito 

p a . /3 ..y :. S' 

coefficiente dato fit z x x x x &c. terminus primus leriei 
ab hoc termino provenientis, (fepofito etiam coefficiente) erit 

^4" <t 4'$-f> , 4"‘f v 4“ &c. x -3- — /3 — 2 y — 3 <^— &c. 

z ; & fi pro indice 

hujus termini fcribatur feries illa (lepofitis coefficientibus) haric 

T 'T-h»! 

habebit formam . ..z, ... z . . . z .. . z ... &c. ita 
ut omnes leries ex terminis aequationis propofitae provenientes alcen- 
dant per ipfius z dignitatem ». Hoc facile intelligitur paululum 

attendendo ad formationes fluxionum feriei Az 4 - Bs 4 - C 

2>I 

z ■+■ Scc. 8 r ad geneles lerierum ex terminis aequationis pro. 
pofitae per multiplicationes hujufmodi fluxionum in invicem. Ergo 
per jam di&a, debent omnes -x cadere in eandem feriem arithmetice 
proportionalium, quorum differentia eft », & ad minimum duo *■ 
in principio aquationis transformata: debent effe inter fe aequales. 
Qui vel omnium minimi erunt (i fit» affirmativus, vel omnium 
maximi fi fit» negativus. Ergo percurrendo omnes terminos aequa¬ 
tionis propofitae ex lingulis colligatur numerus x vel ^4-*4-/24 
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T&Tx 9- -/!-*>. — 3/ -&c. vel (pro * 4-/34-3,4./4-$c C . fcri- 
pto >, & pro - /3 -23, - 3^ — &c. Icripto v> ) 4- u. Sint 

4 v v duo ex hujufmodi numeris. Tum fi hi numeri 
tales fint, ut fafti inter ie squales, 8 c inde determinato fint 
omnium numerorum yj 4- v per iftum valorem - 9 - provenientium 
vei maximi, vel minini, refte determinabitur > 9 . Hoc autem fit 
iequenti artificio. 

O Duc reftas infinitas AB, 

\ AC, & (fumpta aliqua linea 

' pro unitate) in AB (ad dex- 

-*- i \ tram fi fit y affirmativus, led 

^ ad finiftram fi fit y negativus) 

Ul- 1—^fume AD = y, & du&a DE 

j j \ j ipfi AC parallela, in ea (furfum 
^ fi fit v affirmativus, at deorfum 

—!a D y —£ B ^ contra) fume DE = v, & 

colloca numerum >04-7; in 
pun&o E. Omnibus numeris 4- v in pun&is hoc modo difpo- 
fitis, fint eorum exteriora duo E & G, ita ut pun&a reliqua omnia 
cadant ad eafdem partes re&at EG. Tum numeri in punftis E & G 
inter fe fa&i squales dabunt valorem indicis a. Duc enim GF 
parallelam ipfi CA ec occurrentem ms in f, ccfltM aliud punQum 
In quo collocatur alius numerus t, & ducatur ML parallela ipfi 
CA & occurrens AB in L, atq* occurrent GE ipfi AC ini, & ducatur ei 
parallela MO occurrens AC in 0 , atq* ducantur GH, MN ipfi AB 
paralles & accurrentes DE& ACinH&N. Tum numeri *■ collocati in 
punftis E,G, & M erunt AD 4- DE, AF x £ 4- FG, & AL x$ 4. 
LM (per conftru&ionem). Quare fi numeri in E &; G fiant squales 

erit 9- = hoceft vel fob fimilia triangula 

EHG >°NM^W 
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Unde jam numerus ALy*+ LM in punfloM fit ALx 

NM 

LM, hoc eft AO 5 atq* ad eundem modum numeri aequales in E & G 
fiunt AI. llnde fi pun£la E 81G fint omnium exteriora, adeo ut cadat 
punftum I vel infra vel fupra omnia punfta O, erit AI, hoc eft 
numerus * in E, vel in G, minor, vel major quolibet alio numero 
AO in pun£to quovis alio M. Unde per politionem pun&i I re- 
lpeUu punUorum O, determinatur fignum ipfius»>* quippe qui 
affirmativus eft ubi I cadit infra O, St negativus fi contra. Et 
hinc facile conftat efle w maximum diviforem communem ipfius 
AI St omnium AO ; alias enim non caderent omnes in eandem 
feriem arithmetice proportionamim, ut per jam difra fieri debet. 

Ergo numeris omnibus *. in plano hoc modo difpofitis, fi appli¬ 
cetur regula ad pun£la duo exteriora E St G, dabitur index <3-, atq* 
fignum indicis w. Deinde invenietur ipfe « fumendo maximum 
diviforem communem omnium numerorem provenientium per 
valorem < 3 - jam inventum. Unde dabitur forma feriei qurefitat. 
Q E. I. Ipfius autem - 3 - fignum eft affirmativum ubi GE fubten- 
dit angulum CAB, atq, negativum ubi fubtendit ejus complimentum 
ad duos re&os. 


Sit hujus rei exemplum in aquatione 1 + zx — z * xx —== 0 . 
Percurrendo terminos hujus a:qaationis, in primo 1 funt ft=o=*= 
/2=y= Scc. Unde primus numerus * (vel >3- + v ) erit o. In fe¬ 
cundo termino zx funt ^-1—^ unde fecundus 

numerus * fit $ + 1. In tertio termino z xx funt ^= 1 , = 

o—& c . unde tertius m fit j2£ 4- 4.. Denique in ultimo ter¬ 
mino X- fn nt j—c— & Ci un ^ e u iti m us n fit a— 2. 


I 


Duflis 



Du£Hs itaque AB & AC, erit 
pun&um A locus numeri *■ primi, 
vel o. Sume abfciffam AD = r , 
& ordinatam ipfi AC parallelam 
DE = i, atq* erit E locus fecundi 
m vel + i- Sume abfciffam AF 
= 2, & ordinatam FG = 4, atque 
erit G locus tertii x, vel 2^ -f- 4. 
Sume denique AD = 1, & ordina- 
tam DH = — 2, atque erit H locus 
numeri S — 2. 

Jam du£Hs rettis per pun&a omnia exteriora, includentur omnia 

pun&a trapezio AHGEA. TEquatis inter le numeris o & £_2 

in extremitatibus lateris AH, fiet a = 2, & omnes numeri *■ fient, 
o, o (= £ — 2 = o,) 3 ^ 1,) & * (= 2* + 4 ,) quorum 

omnium minimi funt duo aequales o, & divifor maximus communis 
eft 4 j quare in hoc cafu eft « = 4. 

Pro numeris aequalibus fumptis o- — 2 8 c 2 - 3 - -+• 4 in extremitati* 
bus lateris HG, fit 3 = -4, & omnes numeri w fiunt-4, “4, ”4, o 5 
quorum minimi funt duo squales ~ 4 j & maximus divifor com¬ 
munis eft 4 T quare lirliuc«afu - —— 

Si fiant 22 + 4 & $ — 1 inter fe aequales erit £ = 4, sc numeri 
omnes erunt 4, 4, o, ‘4, quorum maximi funt duo aequales 4, 8c 
divifor communis eft 4 : quare in hoc cafu eft * = -4. 

Denique fi fiat $ + 1 = c, erit # = — 1, & omnes numeri 
erunt o, o, “4, — 3, quorum maximi funt duo o, & divifor max4 
^mus communis eft 4: quare in hoc cafu eft » 



/f b 
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Poteft ergo fieri 

_ . ® f 

ve! i. * =s As + Bz + C* + Scc. 

vel 2. * = As 1 4- Bz”' + Cz ■+ 8cc 

i y _ -« "~4- 

vel 3. a - — Az -{- Bz -f- Cz ■+• &c, 

vel 4. ^ ~ Az «I» Bz> 4 * Cz 4 * 8cc» 

In cafu tertio Analyfis fe habet ut infra exhibetur: 





Inventio Coefficientiuml 


iEqu. propofita 


i + zx — z xx — # = o 


iEqu. aflumpta.lv = Az -E Bz 4- Cz 4 &c. 


Fluxiones. 


x = ± Az. — Bz — i Cz — 8tc. 

—V —» — ? 

x="jAz 4- aBz 4 V Cz 4 Qc Cw 


o w 
% § 

* 3 g 


A% 4 B 4 Cz + &c. "j 
rA* + ‘ AB 4 2 AC ' 


■ &c. 


+ B 

4- i 4- 4 A — &c. j 


> = o. 


i. i A — j A 1 = o. Unde A = 2 . vel A = 0 . 

*•! B 4 4- A B 4 1 = o. 

C 4 2 AC 4 - B J 4 4 A=o.' C= — J r . C= — 1 


&c; &c. 


&c. 


&c. 


* 

K.a 

O o 


* = 220 — 4 Zr — ^ 20 — &C. 




In hac aequatione, ut vides, duae funt feries exprimentes valorem 

ipfius x, prodeuntes per duos valores ipfius A in aequatione A_ 

j A 1 = o, 8c harum ferierum fecunda eft ejufdem formae ac feries 
in cafu ultimo * quare per unam hanc Analyfin invenitur utraque 
feries, tam cafus quarti, quam cafus fecundi. Quinetiam per Ana¬ 
lyfin inltitutam in cafu fecundo eodem modo fimul invenies feriem 
in cafu primo. Unde per duas tantum Analyfes feries omnes inve¬ 
niuntur. Sed hoc in eo cafu tantum fit ubi eft w idem in duabus 
feriebus, atq* ubi una radix A in aequatione prima inventa per 
comparationem terminorum eft o. Poliunt autem plures efle radi¬ 
ces A in ift;i aequatione, pro genio cujulvis aequationis propofita: - 
& quot funt radices A, tot dabuntur feries per lingulas Analyfes. 

In hac Analyfi fecundo obfervandum eft, quod omnes omnino 
coefficientes A, B, C, &c. determinantur per comparationem termi¬ 
norum. Quare feries hoc modo inventa: funt omnes particulares, 
neque accommodari poliunt ad conditiones Problematis, obdefeftum 
coefficientium indeterminatorum. 

S C H O L I U M. 

Nonnunquam ubi index 0 eft numerus integer affirmativus, eva- 
nercunt termini primi in feriebus exprimentibus fluxiones*ipfius x : 
nam # producuntur coefficientes iftorum terminorum primorum per 
continuam multiplicationem ipfius A in numeros 0 , fl — i, 0 — & c 
In hoc cafu faepe fit ut terminus evanefear, qui debeat efle unus ex 
terminis in principio aequationis transformatae, quo pafro feries 
ifta aliquando fit impoflibilis. Sed fi evanefeant termini in genefi 
uxionum, & tamen fuperfint termini duo in principio aquationis 
transformata:, feries adhuc dabitur * qua: etiam hoc erit ceteris 
prtftantior, quo d in ea erunt coefficientes aliquot indeterminati, 
per quas accommodari poteft feries ad aliquot conditiones Problema¬ 
tis. Quinetiam per fimilem evanefeentiam terminorum in produ- 

K Gigne 
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£lione fluxionum funt nonnunquam aliae feries radicem exprimentes, 
quae per hanc propofitionem minimd inveniuntur. 

Quoniam de aequationum radicibus particularibus jam loquimur, 
libet etiam hoc unum obiter obfervare •, nempe quod li v fir quan¬ 
titas ex datis &c variabilibus quovis modo compofita, St pof- 
flt aequatio ad talem formam reduci, ut omnis terminus involvat, vel 
ipfum v, vel ejus incrementum aliquod, erit ajquatio v == o par¬ 
ticularis lolutio Problematis. Si in aequatione hoc modo transfor¬ 
mata involvatur ipfum v , aequatio v= o nullum continebit coeffi- 
cientem indeterminatum, adeoq* folutio hxc erit maxime particu¬ 
laris * praefertim fi v integrales tantum involvat! Si aquationem 

transformatam non ingreditur v y led v, aequatio v = o continebit 
unum coefficientem indeterminatum. Si aequatio eadem non continet 

nec v, neqv v, fed v , aequatio v == o continebit duos coeflicientes 
indeterminatos : atq* in genere quo plures terminorum fuperiorum 

v, v , v, &c. deficiunt in aequatione transformata eo generalior 
erit lolutio Problematis per aequationem v = o. 

Ad haec ubi v integrales tantum involvit poteft commode inveniri 
Problematis lolutio generaliffima,per v St incrementa fua exterminan¬ 
do caeteras variabiles, 8c deinde quaerendo radicem v per methodum 
aliquam jam traditam. Sic in aequatione * — - — xz == o, pro 

x — 4 feripto v fit v — vz = o, hoc eft vz = o. Sed ip- 

z/ 1 r 

fius w fluens eft ~ : quare pro quantitate quavis invaria- 

bili feripto A erit — = A, hoc eft r-—r = A. 

U X — -y 


L E M- 
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lemma II. 

Si datur x ex dato z per aquationem quamvis analyticam certi 
cujufvis numeri dimenftonum; etiam dabitur ipftus x incre¬ 
mentum quodvis.x ex dato z per aquationem ejufdem nu¬ 
ta. 

meri dimenfionm. 

Nam quot funt dimenflones ipfius x in arquatione propofita, 
tot funt ejufdem radices (quippe etiam impoffibiles ad numerando.) 
Sed lingulae radices x fua habent incrementa. Quare tot funt ' radi¬ 
ces incrementi cujufvis * quot funt radices ipfius integralis* * adeoq; 

«t 

utrumq* dabitur ex dato z per aequationes ejufdem numeri di¬ 
menfionum. Q E. D. 

COROLLARIUM. 

Hinc propofita aequaitone definiente relationem lingularis alicujus 

incrementi * ad cognitam variabilem x, fi dari poteft integralis * 
n 

ex dato z per aequationem terminorum numero finitam, dabitur per 
aequationem in qua x afeendit ad tot dimenfiones, atq$ alcendit 
x in aequatione propofita. 

9t 


PROP. X. PROB. VII. 

Data aquatione unius dimenfionis definiente volor em cujufvii 

incrementi fingularis x ; invenire valorem ipfius integralis 
n 

x in terminis numero finitis, fi fieri poteft. 


Si 






(js; 

Si dari poteft relatio x ad quantitates cognitas in terminis numero 
finitis, dabitur per aequationem unius dimenfionis (per Cor. Lem. 2 .) 
Solutio itaque quaerenda eft tentando an quantitas, cui fit * aqualis, 

n 

quo pa&o reduci poflit ad formam incrementi alicujus cogniti ejuf- 
dem ordinis. Quod fi fit, dabitur radix x in terminis numero fini¬ 
tis, faciendo eam aequalem integrali iftius exprelfionis. Sed fi hoc 
fieri nequit res defperanda erit. 

In fluxionibus quoties dari poflunt fluentes in terminis numero 
finitis invenientur per Quadraturam Curvarum Newtonianam. Et 
nonnunquam commode inveniuntur hujufmodi exprefliones per 
Propofitiones duas fequentes. 


HOP. XI. THEOR. IV. 

Ipfw rs fluens exprimi poteft per alterutram ex] feriet,/s 

tll I = ri — r 1 + r ‘ — * » + Cc. vel J r j| = r s _ r ‘s 

* *«« 

4 r s — ©V. 

Theorema inveftigatur ad fequentem modum. Sit fluens quz- 
fita r 5 -f p, hoc eft, fit [ rs\ = r s 4 p. Tum capiendo fluxiones 

erit r i^= r s 4 t s 4 P» hoc eft p = — r s 5 adeoque p = _ 

!> in£ teqae |r*j = ri— jrjJ . Itaque fecundo fiat |rij = 

r ‘ + 9 > capiendo fluxiones erit r» = r s 4 r s 4 q, hoc eft 

9 = 



Et per operationes repetitas eodem modo invenitur \r J = r s ~ 

; i + r;_ y = f * - ;■ r/ + 

Ad eundem modum fumendo fluentes ipfius« & fluxiones ipfios 
r inveftigatur feries altera. 


Quando hoc Theorema eft applicandum ad cafum particularem 

rfUee cti cef-ttr ' - ' » 

eligenda eft fluxio aliqua i»,& in computandis fluentibus r, r, r, &c. 

veI J ’ ’> &c - cum primum compatuerit fluens aliqua, ea du¬ 
cenda erit in n>, & produfti fluens fumenda erit pro proxima 
fluente quifitd. Item in computandis fluxionibus r, r, r, &c. 

&C qUOt ' eS coIligitur fluxio ali q na 5 erit ea applicanda 
ad%, & quotientis fluxio fimiliter applicata ad v fumenda erit pro 

fluxione proxime quatfita. Ha* autem fluxio * ita fumenda eft 
ut termini fint quam fieri poteft fimpliciflimi. 


Poteft etiam feries per hoc Theorema inventa dupliciter accom* 
modan ad conditionem Problematis, hoc eft, ad datum unum 
a orem fluentis quarfitac refpondentem dato valori variabilisxognL 

tX ’ Hoc P ri . mo fumendo omnes fluentes r, r, £ & c . vel 

5 > S ' ** P ur ^» abfque ulla correaione per additionem invaria- 

1 lum > 2c deinde feriei inventae addendo invariabilem per conditio 

c^m nZn P n! ftea determina . ndam ‘ . Idei ” & Scando fluentes omnes^ 
P prodierint, ita corrigendo per additiones invariabi- 

^ liunr 




C 40 ) 

kicraj ut omnes fimul evanefcant, (adeoque & feries iota evanefcat,) 
quando variabilis data eft certi alicujus valoris. 

Adhatc quando terminus aliquis &c. aqualis eft nihilo^ 

feries prima abrumpitur, &: fluentem dat in terminis numero finitis. 
Atque idem fit in lerie altera, ubi evanefcit terminus aliquis 

r > r, &CC. 

EXEMP. I. 


Sit xx = — zz ,, 8c propofitum fit invenire fluentem ipfius z.v. 
Jn hoc cafu fi pro r fumatur x, 8t pro * fumatur x, commodiffime 
fiet w = zz (= — xx). Et hoc pa&o funt r = x,‘ r = = *) 

porio i Item r = fc- = ^_L, r = = j^T- ' r = 


> ^ 
-T- = j~- , & fic porro. Sunt etiam s = x, s = ^ =J 


( . 

-r - ^ =( 1 ^^ K fic porrd 5 item 

; /1—1 v* 5 " rn tjL' 

S ~V—J 5-3 * 5 “ ^2LL j 7 f-3 9 

& fic porrd Unde per feriem priorem rs — rs + r 1 — r 5 4- &c. 

+ Et per feriem 

•* *•" _ 1 —I — * s , * 7 

alteram r s r s+ r s — &c, nt £f| $ z + 5.3x2 — 7.5^^, 


scc» 


In 
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In his feriebus fluentes k, r, r, &c. item *, s' &c. lumuntur 
pure ; quare feries accommodanda funt ad conditionem Problema¬ 
tis per additionem quantitatum invariabilium. Porro per harum 
ferierum primam exhibetur area circularis adjacens finui x &: cofinui 
z, 8c per feriem aheram exhibetur ejufdem area complimentum ad 
quadrantem cum figno negativo: Quod ita fit quoniam area illa 
adjacet abfciffa ^ ultra ordinatam produtta. 

E X E M P. II. 


» . a — i 1 

Sit x = a bz, ,8c invenienda fit fluens iplius zz, x .In 

. 0 \-i . 

hoc cafu fi fiat r = zz, , &: s = * commodiflime fit w = * =. 

nbzz . Unde fumendo fluentes pure, ad inveniendam feriem 
priorem erit 


e 






\ th » 

J e+«.6 04-,, * 


/ ]-1 \ 2 2 0i2» » 

‘‘ _ ' _ >f b z. _ tlbz, * 

r - _ ) 9+2 „ 4 ~ 9 + 2 „ r ' 

(\ -i* 'N 3 3 " 

i I ' V b Z _ H bz " 

r — ywjj — J Q-fin-O-fu. 9 9+3» 


& fic* porro. . 


Item 
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Item s = x 




l - 


&C.) 


(i ^-*-3 A —2 • 

J — — = J A—2. A—I* =—-J. 

v » y * 

V_f * _>-»-<■ a —j ■• 

ri“”/^T- x_ L " * *■ 

& fic porro, 

Unde (pro integris terminis cum fuis fignis fcribendo A B C 
:.) fit * 5 * 




TF 

§S“; 7 c +“- 

Et ad inveniendam feriem alteram fit 
* ^ JP J»£ 

1 - 2 « 


_ f.r_ = — = ±r». K 

K» ) " b ‘ rh 


e- 3 .1 


f _ r_ = V-mj-». * #_«-1» 

/~ 

& fic porro. 



( 43 ) 



& fic porro. 

Unde (pro terminis integris cum fuis fignis fcriptis A, B, C, 
&c.) fit 


+ zH» 


• a + 


■d±i» *— c 4. *r 

A»+3«' bz.' ^ + & * 


In his feriebus per terminos jam appofitos fatis conflat ratio 
formandi reliquos. Ceterum quando elt a numerus integer affirma¬ 
tivus, feries prima tandem abrumpitur, & fluentem exhibet in ter. 
minis numero finitis. Quod idem fit in ferie alteri, ubi elt A multi¬ 
plex integer affirmativus Ipfius ». 


E X E M P. III. 

f i-'i a- i 

Propoma eadem fluxione zz x ' , fit feries invenienda, qusr 
aqualis*i* nihilo quando z = c j id que fit faciendum in ferie alcen- 
dente per dignitates ipfius x, Sc defcendente per dignitates z. Hinc 

ubi eft z =a Cj erit x —; a -f bc . Pro a -f bc fcribe i, atque erit 
Jvalor ipfius x quando feries tota debet evanefcere. Itaque fa&o 
* ' ,-1 ^ 

* == > 4 = * , & pro w fumpto x = «te , exifientibus 
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r, >•, r 9 &c. iifiiem ac in exemplo procedenti, invenientur fluentes 

/ •! <« _ ' 

5, &c. modo lequenti. 

( . • x-i 

Eft j fluens ipfius m 9 h. e. ipfius xx . Hujus fluens pura eft 

-V • d ‘ 

, quare ut evanefcat s ubi eft x = d, hinc dempto — fit s = 

x x 

x d 

-. Et per fimiles corregiones fit 

• * 

-X X 

_ d 

A X 

X X- I 

;; = _ Li + A _ 

A-f-I.A I.A I.A-+-I 

X t 2 X «2 X + i X+2 

' ” x _ d x d x d 

A-J-i.A-Ei.*. 1. I. X I.I.A-fl 2.I.A-4-2 

Se fic porro. 

Coterum ex terminis jam appofitis fatis conftat ratio formandi 
reliquos. 

SC HO LI U M. 


i. Poteft fluxio propofita variis modis refolvi in fa&ores r & s, 
unde plerumque oriuntur feries diverfo. Sic fluxio jam propofita 

0-1 " A-I _ a - I 

zz x a + bz'\ etiam fic fcribi poteft xx x b ^ az~»l . 

^ . * Gi\n — k — I___— i x — i 

Ubi fi pro r, St w fumantur zz , £ -V "| , & 

-1»—i * . 

— *»ax* , 8c pro a-b bz fcribatur a;, exprimetur eadem fluens 

per feries fequentesj 



V Jc A “ l , A»—w a A , A»—;h n ^ 

~ fl-f-AH - » + T-f AH-aw * A + fl 5 S=i? £ B 


1 Aw —3« ■ rf ~ , „ 

Q-^-axn—4W x ^ "t" ^ c> 


I' 9 "’ 1 * *| __ -2 9 * X fl-l-AM * fl+AW+ H * 

P^-* AH* Atf-f # « ^ * AM-f-2W <* B 


fl-fAH-f~ a » 
+ AM“H» 


C -+- &c, 


Ubi literas A, B, C, &c. fcribuntut pro totis terminis cum fuis 
lignis in feriebus refpeftivis. 


2 . In inveftigatione Theorematis inveniebatur \r *] = r * —. 
I r 5 1 • Unde fi pro r &: s fumantur zz & a bv\ , 8c pro 


a -*r bz fcribaturx, erit |zz * — ■ 


— |^z 0f " x*-‘ 


iioc elt, %zx ( = 


«+i 0 


HM ' zz * I' Uata itaque 


fluente ipfius zz x , dabitur etiam fluens ipfius zz x . Unde 
fi pro n fumantur fuccefliv£ numeri quicunque integri, vel affirma- 

„ . . H«» \~n 

tivi, vel negativi, fi datur fluens unius zz x , dabuntur 
#}«» * 

etiam fluentes omnium zz x 


3. Poteft etiam eadem fluxio fic fcribi zx b -f az | : ubi 

. 0+>M 

fi jam pro r fumatur zz , & pro s fumatur b 4 - az | , erit 





( 4 * ) 

fitl X _ 

hoc eft ~ TfL,+V + EZj * Data fta 4? e 

• 9 X .9 V-r 

fluente ipfius zz z , dabitur etiam fluens ipfius zz x , & vice 
verfa. Manente itaque indice 9, fi continuo minuatur, vel augea- 

. 9 \ i 

tur a per unitates, data fluente unius zz. x , dabuntur fluentes 
• 9 x 

omnium zz x • Et per hos duos cafus conjun&os, fi pro c- & r 
feribantur fucceflive numeri quicunque integri, vel affirmativi vel 
negativi, manentibus 0 Se a, fi datur fluens unius cujufvis fluxio- 

. • -A-fr 

ms zz x a -f bz* j , dabuntur etiam fluentes omnium fluxio¬ 
num eodem modo provenientium. Et ad eundem modum pergere 
licet ad comparationem fluentum, ubi quantitas in vinculo radicis 
eft trium, vel quatuor, vel plurium nominum. Sed hxc jam 
elegantius fiunt ab illuftriflimo Newtono in Quadratura Curvarum. 

PROP. xii. theor. v. 

Sit n index ordinis fluentis ipfius rs, verbi gratia fi 

n = x, ut fit Q_ = £7, y n = o~,'ut Jit Qj= Qj = Q } fi 

n —I 

n = ut fi* CL= CLf 3 & fc de c&teris • tum 

x n ” . n 

erit <l=a n r s - + -f. 1.1. r", + &c. Vbi 

efl nss i, & (Juxta notationem noftram) funt n= n — n, 
»*» + », >«—» + », <5* fic porro. 


Ujiando 
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Quando eft » = i Theorema idem eft cum procedenti 5 unde 
colligitur forma feriei. Coefficientes autem x 

n n ’ * * » * 

“f *“T X ~ 5 &c ' inveftl *g°- 

Sint coefficientes quaffiti x, v, y, &c. iidemque incrementis 

% 

fuis *> >> &c * aufti v, y, xr, &c. Si ergo fit Q = * r * + 

n. f ■ 

jpm 4 - &c . erit proxime Q= xls + vrs^. 

» n 

y r s -f It> r S -f &c. Jam fi coefficientes *, v , y, &c. fint 
jufti valoris, manentibus coefficientibus novis x , v, xr } &c. fi 

9 9 i f 

capiatur fluxio novz feriei fiet regreffio ip feriem priorem. Ergo 

% 

capiendo fluxiones primo in r, deinde in», fitQ = *r»+»r* + 

+? 

n n 

4- > r * + »» r S 4- &c. Unde comparando terminos hujus feriei 

4? +y t 

cum terminis relativis feriei prioris, fit x (= x + x) = x * adeoq* 

* = °* Proinde eft x invariabilis. Sed «ubi ti = o eft * = j. 

quare eft^fem per * = i. Comparando terminos fecundos, fit 
® 4 * ( H_Hi)=u 5 adeoque u ( = — j ) —_„ . & 


N 


inde 
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inde v = y + a. Sed ubi n = o, eft v = 6 •, quare eft 0 = o, 
& v = ' B . Comparando terminos tertios fit>+^( = >-l-j — 

« ) = >5 adeoque> = n •, 8c inde j = rtn 4- b. Sed ubi n = 0 , 

T T T 

eft y = o ^ ergo eft £ = o, atque j = «?/. Eodem modo fit 
zy 4- v ( = w -f 4- w « ) = ^ • adeoque »=-«« & inde 

. v T — 

jy e= —«w ?/. Et fic pergendo in infinitum invenientur reliqui 

T T T 

coefficientes, omnino ut in Theoremate exhibentur* 

EXEMPLUM. 

. e-i_1_\-i . 0-i x-t 

Hoc pa£lo ipfius Q.= z,z x a bzf | (=*& * ) 

fluens quarvis in genere eft 


vel i. CL= * + 

0 . 0 -j"H- 9 "h aw . 

- —B+tt 1 " • —r — C + &C. 
i, “ 9 + m 3 * 


A + 9 + f 


vel 2 . Q.= 


®-» A+'« 



A.X”El.A-4"2. .... 


»-9 
a n Hh 


IW 


A 4* 





-1-C + »c. 

3 ^ 


, vel 
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S \ 

n 0-n» X-i 
-«tf| * * 


vel 3 . Q,=----- + 

0—a»... 0 —m4**«—»» 

na 

_ A» — » _ ' n * £ i A» •— 2 » __*_B 4- Scc 

6 — m 4" M “ »» i» (T— m 4" — wn a* 


\+w fl+n\H— NN 

vel 4. 4= — ~ * —- + - -1 ?’ 1 • —A + 

“ % Aw4*»« i a 

A. A 4" *• A 4" a.A 4 -»•«'» 

7IX 

l±™ ± " .—L- B + &c. 

An 4 »» a» 


. » — 1 

Quippe in feriebus duabus primis pro fumpto m£zz , & fa£lo 
Q. = fs> Q. |, ci = l 07 o |, & fic porro j 8c in feriebus duabus 

. • *•*— 1 

ultimis pro w fumpto —„azz , 8t fimiliter fa£to Q, = 

[ ip Q. 1, Q. = y Q , & fic porro. 

Per has autem feries exhibentur tam fluxiones quam fluentes 

ipfius Q. Sic fi n = — 1 , feries dabit valorem Q, fi » = — 2 , 

feries dabit valorem Q,, & fic porro. 

Sed in hoc cafu, ubi mutatur lignum numeri n, quaedam efl: 
difficultas in inventione coefficientis termini primi. Sit ergo exem¬ 
plum methodi hoc faciendi in termino primo feriei prima: modo 

exhibitae pro valore Q. Hujus termini coefficiens, fepofuo 

« « - 1 — —— . Debet autem hujus coeffici' 


0.04'»>*®"f 2,1 
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is maximus divifor effe 0 + m. Quare ut inveniatur coefficiens 
ubi eft n numerus negativus, vice ... ! -- . , fcribe 

&c. 0 — 4 ». 0 — 3». 9 — aw. 0 — tu 

&c. 0' -4». 0 - 0 - aw . 9 - 047.0+2»; 87 • Tum rejeais 

omnibus diviioribus poft 0 w», quando eft w = i, coefficiens 

• &C- 0 — 2»■ 0 — H _ _ ! x 

ent &c. 0- 2». 0 ~ 0. S -f „> hoc eft, 0“F+7 5 quando eft ?i =s 

°> erit coefficiens &HT0 — i». 0 — w . 01 hoc eft -g-. Et eodem ar¬ 
gumento ubi « = — i, erit coefficiens ” w hoc eft t. 

Ubi 'n= — 2 erit coefficiens |‘ j ~ ^ 9 , hoc eft 9-» , nbi - 

eft »=—j, coefficiens erit & fic porro. Unde 

jam fi fit T? index fluxionis qualita ipfius Q, hoc eft fi p ro — n 

icribatur w, erit 0 — q — W/M 0 — w» .... 0 — w coefficiens nume¬ 
ralis termini primi leriei qualita. 

S C H 0 L I U M. 

Pergere jam liceret ad inventionem integralium in terminis nu¬ 
mero finitis, quarum incrementa lingularia dantur per aquationes 
afteftas altiorum graduum. Sed quoniam in his cafibus folutio 
qu^ri non poteft nili per calculum valde nimis prolixum, opera: 
pretium non duxi pracepta plura tradere in re nullius ufus futura. 
Aquationes quadratica revocantur ad aquationes fimplices per 
extra&ionem radicis, atque aquationes cubicae refolvuntur per 
regulam Cardam , & aquationes plurium dimenfionum etiam tefolvi 
ponunt per ablationem terminorum intermediorum. Quare ii cui 
animus eft rem adeo laboriofam tentare, terminis omnibus interme¬ 
diis 
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diis exterminatis, deinde folutio quaeri poteft per Propofitiones pro¬ 
cedentes. Tantum autem laborem paululum minuere potelt hoc 
obfervatio, nempe quod in aequatione affefta definiente valorem 
incrementi, termini fecundi coefficiens eft fimile incrementum 
coefficientis termini fecundi in aequatione definiente valorem ipfius 
integralis. Quare fa&o periculo in coefficiente termini fecundi, fi 
is revocari nequit ad integralem in terminis numero finitis, fruftra 
erit folutionem finitam quaerere in caetera aequatione. 

Principiis Methodi Incrementorum 8£ Methodi Fluxionum jam 
breviter explicatis, fupereft ut in parte alterd hujus opufculi ex¬ 
emplis aliquot oftendamus, quantus fit ufus hujus rei in folutione 
difficiliorum quorundam Problematum. 





METHODUS 

Incrementorum. 


PARS SECUNDA. 

Ubi Exemplis aliquot oflenditur quomodo hac 
Methodus fit applicanda ad Problemata 
Mathematica & Phjfica. 


P R O P. XIII. P R O B. VIII. 

Patis aliquot terminis aquedijl antibus in Serie quantitatum, 
invenire terminos intermedios , & ulteriores quam proxime ex 
datis eorum diftantiis ab alterutro termino extremo dato . 


UNTO a, b) c, d , termini acquediftantes dati, & 
requiratur terminus alius aliquis ex data fua diftan- 
tia a termino extremo a. 

Sumantur terminorum datorum differentiae, deinde 
differentiarum differentis, 8£ fic porro, donec perventum B^ad mr 
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Terentiam ultimam , & fint differentiae illae fub propriis fignis 
a( = b—ctj £(=c — b,) c(= d — cj a(= b — aj £ (= 

c f # f = ^—Iam pro quolibet termino feriei in genere 

feribe x, &: pro ejufdem termini diftantia a termino a feribe z, & 
fit ipfius x incrementum z aequale diflantiae data: inter terminos 

datos a, c, </, atque finge omnes terminos feriei in genere expri¬ 
mi per aequationem * = A + Bz -f czi + ?Dzii'. Tum (per 
Prc P' * ) differentia inter duos valores ipfius x ad diftantiam ab 
invicem z exprimetur per aequationem * = Bz -f 2Czz + 

qDzzz, hujufmodi differentiarum differentiae exprimentur per 
aequationem x = 2CZ 1 -f 2. 3Dz J z, gc differentia tertia per aequa¬ 
tionem x = 2. ?Dz\ Sed ubi eft z = o, funt x =■ a, x = a y 
x = a : ^ = * 5 unde P er bas aequationes fiunt A — a, Bz = ^ 


2 Cz 2 — 2 < gDz? = a, adeoque A = <r, B = * 


D = - 


2. 3** 


& exinde 



* = * + ~ * + 


■ zs + 


~r zzz - &E-1 


Haec aequatio convenit accurate cum ipfis terminis datis a , c, 

fic quam proxime cum intermediis 8c ulterioribus. Sed quo* 
plures termini dentur, conflat eo propius acceffuram hanc aequatio¬ 
nem ad valores omnium terminorum* tum intermediorum, tum &: 
ulteriorum. Quare fi feries terminorum datorum continuetur in 
infinitum, aequatio tandem coincidet accurate cum valoribus termi¬ 
norum omnium, cum intermediorum, tum ulteriorum. Proinde fi 

detur 
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detur lex formandi terminos squidiflanies in ferie aliqua, per hanc 
propofitionem dabitur feries infinita exprimens valores omnium ter* 
minorum intermediorum etiam & ulteriorum totius feriet. 

EXEMPLUM. 

Sit hujus rei exemplum in ferie terminorum, ubi termini arquidi- 
flantes femper funt in ratione continua Geometrica. In hac ferie fint 
a Sc a-\-ab termini duo ad diftantiam x* tum ex natura hujus progref- 

fionis erunt omnes termini ad eandem diflantiam a, a-\-ab, a\ T+^|- 
a x 7 ^hJ 3 > 8rc. differentiae primae hujufmodi terminorum erunt 
ab , ab x 74-l> &c. differentia: fecunds erunt ab\ 

ab- x rfl, ^ 2 x 744 j 2 ,&c. differentis tertis erunt ab\ abi* TqT*, 
«/;3xT4^h, &c. 8c fic porro. Unde ad mentem hujus Propofi- 
tionis erunt a — a, a = ab^ a = a = ab\ 6cc. adeoque fi z, 

fit di flantia alicujus termini x a termino a erit x = a + _ -f 

I z 

ab : zz._ + 4- &c. vel iL = I 4- 4- ^z 4- . 

I• 2Z> 2 1.2. a 1Z I.2Z 1 1.2. 3*3 

z z 

Hr&c. Sed in hoc cafu eft~ = > unde r+l|* = i + 

+ — z% 4- —— ^ 4- &c. Coincidit haze feries cum Theo* 

IZ I. 2^ I.2.3& 3 

remate Nervtoniano pro inventione dignitatis Binomii. 

Quod Theorema etiam inveftigari potefc ad hunc modum. 

Sit *4"^ r 5 . ®. + xfo* .+ vb*a -E -f 8cc. Tum 

P du€t£ 



( 5< ) 

_ t __ n+i 

dutta lene in a + b erit *-f4 , vel juxta notationem no* 

n 

ftram arquale. 

n n—i n — 2 «-3 

*'+*&»' +ci'-a' + ziV + &c. UndeexifcenteK=i 

+ 1 +* + v . 

per Methodum Incrementorum erit x = i, adeoque a- = . 

v ~ *(= ”>■> adeoque v = ; z=v(= JUL.) adeoq ( z= 

1.2 1.2. 

5 & porro 3 (ubi fumuntur omnes integrales pure, quo* 
niam debent omnes evanefcere ubi eft n =. o,) unde fic 

-pif” = a +JLba n ' 1 + JLiL b'-a~* + _»«« ^/‘3 

1 x.2 TT7 

hoc eft r+l[ n = ** + — ~ A + ?—? JL b + >; ~ 2 * r 

4 - &c. nempe pro fingulis terminis feriei cum propriis fignis feri, 
ptis A, B, C, &c. 


P R O P. • XIV, PROB. IX. 


Data ratione jormandt terminos in ferie quantitatum, invenire 
aggregatum terminorum quot vis aqwdijl antium. 

Si fit x fumma quaefita, eadem autta termino amplius uno erit 
* 4- x. Qjiare data lege formandi terminos fi fiat x aequalis termino 
proxime addendo, dabitur i.ntegralis x in terminis generalibus, per 

Prop, 



Frop. io. Qua! ut fiat aequalis fumma! quaefitae, demendus eft 
valor ejuldem integralis, qui prodit quando debet fumma quaefita 
effe nihil. 


E X E M P. I. 

Sit exemplum in ferie terminorum aequedifrantium, <*, a 4 - K 
a + <* + 3 ^» &c. In hac ferie pro termino ultimo femper 

fcripto z, erit z = b, atque terminus fummte quaefitae proxime 

addendus erit & + z, vel z ^ adeoque erit x = z. Unde regredi- 

z z 

endo ad integrales erit x =_1 + A. Debet autem haec fumma 

2 z, 

aequari nihilo, quando terminus proxime addendus eft a , hoc eft, 
quando eft z = adeoque & z = a — z ^ adeoque a fumma 

z z ~Z * a zz — ~ x a 

-P A, ablata fumma — ^— -pA, refiduum --—^— 

2Z ZX ’ 2 Z 

erit fumma quaefita , hoc eft, (pro z reftituto b) 

_ * z-\- l> a — b * % 

* “ Tb 

E X E M P. II. 

Ad eundem modum fi terminus ultimus fit zz t atque terminus 
primus is fit in quo eft z = a, hoc eft a x 7+7,, termino poft 
ultimum proxime addendo exiftente zz, erit x = zz* adeoque 





Et ad eundem modum pergere licet ad fummationes terminorum, 

iti quibus funt plures favores z x z x z x &c. _ __ _ .. ^ 

' " E X E M P, 
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E X E M P. III. 

Inveniendum (it aggregatum terminorum, quorum ultimus (em- 
F er eft zT’ & quorum primus is eft in quo eft «,= a. In hoc calli 

terminus fummat quafita: proxime addendus eft —. Quare faao 

• z> z 

* ~ > deinde regrediendo ad integrales erit x = A--1- 

Sed ubi terminus proxime addendus eft —- 1 — , h oc eft, ubi eft 

~ debet fumrm quatfita aquari nihilo 5 unde fit A = ~ 

z a 

adecque * = ——--— 

1 z a z z ‘ 

COROLLARIUM. 

Et hinc datur fumma omnium terminorum —-— 4. 1 

a.a+z ' a-fi.a-f 2 z 

+ „+2 zta+jz + in infinitum - in hac ferie in tofini- 

tum continuata in termino ultimo eft divifor x infinitus. Proinde 

evanefcente termino ——- in valore * fit * = —- . 

& z» z a 

Et ad eundem modum pergere licet ad fummas terminorum in 
quibus lunt plures divifores z, z, z, &c. 


PROP, 
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PROP. XV. PROJ. I 


Invenire fluxiones in datis Figuris Geometricis . 

Hoc quomodo fit faciendum exemplis melius, quam praeceptis 
patebit. 

E X E M P. I. 


Sit ergo primum exemplum in fi¬ 
gura APB, ubi datis pofitione re£fa 
AB, & pun£to P, queritur ratio flu¬ 
xionum re£te AB, &: diftantiac PB. 

44 Progrediatur re&a PB de loco 
44 fuo PB in locum novum P b. In 
“ P^ capiatur PG = PB, & ad AB 
ducatur PD fic, ut angulus bPD aequalis fit angulo bBC & ob 
‘‘ fimilitudinem triangulorum ^BC, £PD, erit augmentum Bb ad 
augmentum C ut P b ad Db. Redeat jam P b in locum liium 
“ priorem PB, ut augmenta illa evanefcant, & evanefcentium ratio 
1 4 ultima, id eft ratio ultima P b ad D 3, ea erit quae eft PBad DB, 
exiftente angulo.PDB re£lo, & propterea in hac ratione eft fluxio 
“ ipfius AB ad fluxionem ipfius P B. 



E X E M P. IL 


44 Re£h PB circa datum po- 
<4 lum P revolvens fecet alias 
“ duas politione datas re&as 
“ AB & AE in B 8c E : quae- 
44 ritur proportio fluxionum 
“ re&aruna illarum AB & AE. 

“ Progrediatur re&a revol- 
44 vens PB de loco fuo PB in 
44 locum novum Pb re&as AB 
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11 AE in punflis b & e fecantem, Sc refla: AF. parallela BC ducatur 
‘‘ 'P fi ?l > occurrens in C, & erit B b ad BC ut Ab ad A-e, & BC ad 
“ ut PBadPE, 8t conjunais rationibus Bb ad Ee ut AixPB 
‘‘ ad AcxPE. Redeat jam lir.ea P b in locum fuum priorem PB, 
“ & augmentum evanefcens Bb erit ad augmentum evanefcens Ee’ 
“ ut AB * PB ad AE x PE, ideoque in hac ratione eft fluxio reas 
“ AB ad fluxionem rea* AE. 

Hinc (i reaa revolvens PB lineas quafvis curvas politione datas 
“ fccec i" punais B & E, & refla: jam mobiles AB, AE curvas 
“ illas tangant in feflionum punflis B A E ; erit fluxio curva quam 
“ refla AB tangic ad fluxionem curva: quam refla AE tangit ut 
“ AB x PB ad AE x PE. Id quod etiam eveniet fi refla PB cur- 
“ van > aliquam politione datam perpetuo tangat in punflo mobili P. 

Petuntur hac duo exempla ex Newtonimis. 

E X E M P. III, 

Sit AB curva quavis politione data, & ab ejus punflo quovis 
B ducatur refla BD fecans reflam politione datam ED in angulo 
dato in D ; quarritur proportio fluxionum, abfciflk ED, ordinatr 
DB, & curva: AB. 



Moveatur ordinata BD de loco fuo BD in locum novum hi & 
ducatur BF parallela ED, & occurrens M in F, & per punfla 'b & 
B, ducatur bB occurrens ED in c, 8c adpunflum B ducaturtan- 

gens 


gens occurrens ED, db in C & G. Tum ob fimilia triangula BF/, 
cbii, erit BF : ¥b: Bb :: cD: DB : cB. Redeat jam ordinata bd 
1 n iocur ” ftum priorem BD, & refla cB jam coincidente cum tan¬ 
gente CB, erunt augmenta nafentia abfcifliED, ordinati DB, & ip- 
iius curva: AB inter fe, ut latera trianguli nafcentis BFG, vel ei fimi- 
Bs trianguli CDB 5 ideoque in hac ratione erunt fluxiones reflarum 
ED, DB, & curvat AB. Et fi angulus BDE fit reflus, dufla ad 
curvam normali BP occurrente ED in P, ob fimilia triangula BFG, 
BDP, erunt eidem fluxiones inter fe ut latera trianguli BDP, 

Hinc data ratione ducendi tangentes ad curvam aliquam propo- 
fitam, dabitur propoitio fluxionum abfcifli, ordinari, & ipfius 
•curvi j atque viciflim ex data proportione fluxionum abfcifla: 8c 
ordinati, dabitur proportio inter fubtangentem CD, ordinatam DB, 
& ipfam tangentem CB j ut & proportio inter ordinatam BD, fub- 
normalem DP, 3c normalem BP. Data autem iquatione defini¬ 
ente relationem inter abfciflam ED, & ordinatam DB, datur pro¬ 
portio fluxionum (per Proj>. j.J Quare per litam propofitionem 
duci poflunt ungentes 8c normales ad omnes curvas. 

E X E M P. IV. 

Sit curva quivis AB,& pro- 
pofitum fit invenire radium 
' curvaturae in punflo B, hoc efl, 
radium circuli cujus curvatura 
eadem fit, qui curvi AB in 
punflo B. 

Duc ordinatas tres iquidi- 
ftantes BD, bd 9 bi di, fecan- 
tes reflam pofiti 0n e datam ED 
ad angulos reftos i n D, d , di , 

& ipfi ED parallelas duc BC, 
bc, occurrentes bd, bi di , in C 
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&. duc B b occurrentem bi d\ in >•, & per pun&a tria B, /;, £r, 
tranfeat circulus cujus centrum fit S, occurrens DB &: d\ bi in F 
&/, & duc diametrum BG, atque FG. Sint autem abfciffa ED 
ordinata DB = x, 8c curva AB = v. Tum iuxta Methodum Incre¬ 
mentorum erit Dd «= * f = dd\ = BC =? bc,) C b = * (= ^,) & 

= *• Sit etiam B/' = (by =)w. Tum ex natura circuli erit 
2 u u 

ybi xyf ssyBxfc hoc el \ yf = Sed coincidentibus ,pufl- 

&is B, b, bi , erit arcus evanefcens Bbbi circulo 8c curvcc AB com¬ 
munis, ideoque in hoc cafu erit circulus centro S deferiptus curvte 
AB ntquicurvus in B. Evanelcant itaque incrementa, & jam coin- 

U U >: 

cidente yf cum ipfo BF, & faSlo - 1 — = — , erit BF = — 

X X 

Sed coincidentibus punQis B & b y eft BF ad BG, ut BC ad B b, 
lioceB, ut s ad v. Unde fit BG = , & radius curvatur* 


Si fit p ad curvam normalis intercepta inter pun&um B Kaxem 
ED, erit v = -2JL. (per Ex. $.) Unde fit etiam radius curvatur* 

BS = £1 L. 

X 5 X 

Et haec fiunt fluente uniformiter z. Sed fi cupis invenire expref- 
fionem ejufdem radii ubi fluit uniformiter v , per aquationem w = 


XX -f 
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xx 4- zz (adhuc fluente uniformiter z) fiet 21/ v = 2* x, hoc eft 
x =z —, & inde BS = . Jam ut fluat uniformiter r>; 

.. . pe* /> 'V-' «'? 

pro u feribe , vel negle&o figno quod folum indicat ipfum 
z 

z decrefceie crefcente ED, quando curva eft versus axem convexa, 
ut in hoc fchemate exhibetur,) BS = —— 


Sit hujus rei exemplum in quavis fettione conica, exiftente 
ax 1 = dz x — da 1 * ubi eft d femi-parameter ad (emi-axem a , in quo 

fumitur abfeifla z. Tum fluente uniformiter erit zaxx = 2 dzz^ 


atque iterum capiendo fluxiones 



dzxctx — axdzz 


da'x'z'- — d'az'z z 



: Unde fit 



ubi fignum — tantum indicat centrum 


S cadere infra pun&um B, quod nos qusefivimus fupra B. Ergo 
in omni feftione conica eft radius curvatura: quartum proportionale 
femiparametro ad utrumvis axem, & ad curvam normali terminata: 
ad eundem axem. Quare ad extremitatem axis eft radius curvatura: 
aequalis ipfi femiparametro ad eundem axem. Sit enim a femi-axis 
ad cujus extremitatem qua:ritur radius curvatura,& d ejufdem femi- 
parameter * & dtp ad curvam normalis terminata ad axem alterum, 

i 

(cujus femiparameter eft 

i 

R ^ Sed 


j Tum erit radius curvatura: = 


( < 4 ) 

Sed in vertice diametri a eft p = a •, quare in hoc cafu eft radius 
curvatura d. Hanc autem expreflionem radii curvatura: in conife&i- 
onibus primus invenit clariffimus Newtonvs. 

Catterum defcripta jam legione conica, poteft idem radius deter¬ 
minari Geometrice per conftru&ionem fequentem. 



Sit ABC data fe&io conica, 8t qusratur radius curvatura ad pun* 
£tum B. Duc tangentem BT, eique perpendicularem BS, & ducatur 
BC parallela alterutri axium, atque fiat angulus CBA squalis angulo 
CBT, & occurrat BA conife&ioni in A. Tum bife&a AB in D, & 
ere&d perpendiculari DS occurrente BS in S, erit S centrum circuli 
ofculatorii. Hujus demonftratio eft perfacilis. 

PROP. XVI, PROB. XI. 

• Curvus omnes quadrare. 

Sit AB curva quadranda, cu¬ 
jus abfcifla eft CD, & ordinata 
DB. Moveatur ordinata de lo¬ 
co fuo BD in locum novum bd , 
atq* fpatium B Ddb erit augmen¬ 
tum area: refpondens ablciffe 
augmento 




augmento Di. Redeat ordinata bd in locum fuum priorem BD, 
atque erit ultimo fpatium BDdb aequale BD x Di •, quare fi ab- 

fciffa CD fk-x, Se ordinata BD dicatur y, erit fluxio areae aequalis zy. 

Inventa itaque fluente ipfius zy (per Prop. io.) fi dematur fluens 
proveniens per abfeiffam CE a fluente proveniente per abfeiflam 
CD, vel fi invariabiiis incognita in expreflione fluentis determinetur 
faciendo fluentem provenientem per abfeiflam CE aequalem nihilo, 
dabitur area FEDB deferipta per motum ordinatae de EF in DB. 

E X E M P. I. 

Sit abfeiffa ad datum punftum C terminata CD = z, & ordinata 

n — i 

DB = _*v, atque fumpta aliqua linea pro unitate fit y = z . Tum 

' n-i z n 

erit fluxio areae aequalis zz , cujus fluens eft — A. Sit data 

a n z' : 

aliqua abeiffa CE = tum dempta fluente — + Aa fluente—- 

A, (vel fa&o ■— + A = o, unde fiat A erit ~ — 

aquale area: adjacenti ad abfeiflam ED. 
n 1 

Ubi eft m numerus negativus, ut fit y = * - "- 1 , erit area EFBD 
— x — — ? hoc eft —-—-— . Si jam fiat abfeifla z 

infinita, evanefeente termino fiet area EFBD adjacens abfeifia 

ultra ordinatam EF in infinitum produQa: aequalis fetn- 

per ubi fluentis fignum contrarium eft figno fluxionis, area per 
fluentem exprefla adjacet abfcillk ultra ordinatam produ£ltc. Naiq 
contrarietas fignorum monftrat fluentem minui dum augetur abfeifla, 
8c vice vers£. 




< 66 ) 

E X E M P. if. 


Sit curi’* quadranda 
ABCA, cujus abfcifsa AD 
exiflente z, ejus ordinatim 
applicata Db eft 7Z7T x 

** — . Fluxio area: in 

h3C curva eft z x i—*. Cujus fluens, pure fumpta 

abfque corregione, eft + |£=?f . Eft autem hxc fluens aqualis 
mhilo, vel ubi z _ o, vel ubi z = 2 . Itaque in axe AD fumpto 
AE = 2 , terminatur atea per hanc fluentem exprefla, vel ad pun 
aum A vel ad punaum E. Ubi eft z r, (vel AC, exiflente pun- 
flo C medio inter A & E) in primo cafu eft area ADB, in fecundo 
cafu eft differentia inter areas C£EC atque CDBC. Sed ubi eft 

* [ ~ ^) v r > ‘ n primo cafu eft area differentia inter areas 
ABCA, atque G ibC ; in fecundo cafu eft area ibEi. 



Politiones hujufoodi arearum colliguntur ex lignis expreflionum 
ordina tx, atque arex. Sic in cafu prxfenti, exiflente z r, tam ordi¬ 
nata quam area funt affirmativa ; quare aufla abfcifla z, augetur 
area quxfita , quxproinde eft, vel ABD, vel differentia inter areas 

mc atque CBDC. Sed ubi eft zV ,, ordinata, atque area 
ligna habent contraria, nam in hoc cafu expreflio ordinata * 


- **l eft ititas negativa, expreffione arex + fcm . 

per exiflente affirmativa 0 unde crefcente abfcifla z decrefcit area . 
adeoque exprimitur, vel per differentiam inter areas ABC & CD^ 
vel per aream dEb. Area: autem dEb lignum eft affirmativum* 
quoniam adjacet tam abfcifla: <JE, quam ordinata: db negativis. 


L EM- 
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LEMMA III. 


Si linea alicujus ABCDE figura talis 
fit, ut facium aliquod toti line* 
refpondens majus fit, vel minus, 
quam fimile fattutn abi linea aliam 
induit figuram ; etiam lineat ejufdem 
•partis cujufvis BCD figura talis erit , ut ei refpondens fati i pars 
major fit, vel minor , quam fi pars illa BCD aliam quamvis 
induat figuram BcD. 

Nam fi fa&i pars refpondens linea? BcD major fit, vel minor, 
quam fimile fa&um refpondens lines BCD* tum conjun&im erit 
totum fa£tum refpondens lines ABcDE majus, vel minus, quam 
fimile fa&um refpondens Lines ABCDE, contra hypothefin. 



LEMMA IV. 


Iu retld AB pofitione data fuman¬ 
tur p unci a quatuor aquidiflantia 
A, CfD, & erigantur normales 
BE , CF 9 DG , per quarum ter¬ 
minos £, F, G ducantur retia: 

AEj EF, EG y & ducatur EI/ 
parallela tpfi AB occurrens DG in H. Datis puntlis A & 
G, & fumma retiarum A E, Et\ FG, quaritur ratio fluxio¬ 
num linearum BE, GH, quando figura tota evanefcit (E fit 
AEFG elementum curva, m 

'fjtit EA tpJfUDAfeuuTvnttn CE 

„ Sunto BE = a, IF = b, HG = c, AE = d, EF = c, FG 
Tum ob.datas fummas a + b A- c (= DG,) sc d\ * l /, <*pi^ 

$ endo 
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endo fluxiones erit a + b -1- c = o, (hoc eft b = — a — e } ) j tem 
^ + e + / = o. Sed ob datas AB, EI, FH, & ob angulos rettos 

in B, I, & H, funt i = e = JA. (= Z±!L=l± j atq . 

/=-^- Quareeft^..Z^_J^ + ^ = O)h0ceI{ 

; ”1 ^ Sed ubi AEFG eft elementum 

curvar, fi fit ordinata * & curva i;, erit a = x, b =x +' X) c == 

x ~jf 2* + x, d = v, e =v + !;,/ = « + 2 v v ; adeoq* c : « :; 

* 4- * * . * 4- 2* 4- x x 4- x , „ i 

7-7- — * —-:- 77 -7- 7 - j vel fi pro -fi 

V V 2V V V -\-V v 

fcribaturerit c:a:: r .y+'y. Nam fi JL = v , erit * + * ^ 

v v 4 - ii 

> + >. atque + 7 = j+ 2 j + ji. 

w + 21/ + V 

PROP. XVII. F R o B. XII. 

Detur pofitione rectu DE, & J». 
ctu perpendiculari DA, per pun¬ 
ctum A tranfeat curva A£c 
cujus ordinata perpendicularis e/l 
hE ■, atque Jit a b c alia cnrva } 

• ' cilPus* ordinat a prpenditular.is Eb 
quovis modo dato componitur est 
abjcijfa communi DE, ordinati 
BE, 




c ; 

BE y & curva AB . Quaritur forma curva ABC , quando 
area DabE efi omnium arearum per ordinatas bE hoc modo 
provenientes defcriptarum maxima, ex data baft DF , ordinatis 
F)A y FC, & longitudine curva intercepta ABC . 

Sit abfcifla DE = z, ordinata BE = *, curva AB = v, atque 
or mata E b = P. Per Lem. 3. eadem proprietas convenit curva 
particula cuivis data. Sit ergo (vid. fig. Lem. 4.) punQum A ex¬ 
tremitas ordinata BE in prafenti figura, atque fit AEFG particula 
curva qusGta, Sc exiftente P ordinata £E pertinente ad pun£tum A 

fit P limitis ordinata pertinens ad punflum E, atque P tertia ordi¬ 
nata bE pertinens ad punftum F. Tum area DuiE particula re. 

fpondens curva particula AEFG erit z? + z? + ii 4 , qua cum de- 
bejt efle extrema, ejus fluxio erit nihil (per method. maximorum 8c 
minimorum.) Fluxiones autem funt aftimanda per motus punito¬ 
rum tantum F. & Furium Sc deorfum. Unde exiltentibus z & P. 
aqualibus nihilo, ob delettum motus punSorum A, B, C, D, etit 

z P + z P = o, hoc eft P -f p = o. 

Sic in genere P = Qz R* 4. $v. Tum pro Q., R, &: S per¬ 
tinentibus ad punfta E & F lcriptis Q., R, S, & Q,, R, S * atque, 
pro z, v , in valoribus ipforum P & P fcriptis motibus puh&o- 
tum E, B, F, & C, prout defignantur in Lemmate 4 erit P = Raf. 
Si, atque P = — Rc — S/, vel pro ii & f fcriptis ipforum valo^ 
ribiu - -- atque ~~j~ ‘j ^ — R<* + S JLJ 1 > atque P = — Rc — 


S* 
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S i<L : Unde ftis«ssR + s4 :fc + S-f' Sed (P et Zem - 
f i i 

4.) eft c :a ::y :y + y. Quare (ut in Lemnute ifto, pro 
vel 4- fcripto y , ut fit etiam ~ = > + V + >) erit R + S> : R+ 

v I 

S Xjf-J- 2y-\-y : : y : y -E y. Fro R 81 S fcribe R-E R atque S 4- S } 
atque fiet R -E S> : R -E R. -E Sy + 2S 7 + Sy -E Sy + 2S7 -E 
S f: : y:y + atque dividendo R + Sjf: R + 2S7 + Sj> + Sj + 
-f Sy :: y vel (in primo confequente reje&is evanefcentibus 
>$,&$) R +S>’:R+ 2$y+Sy::y:'y, hoc eft Rj —R)>-E 
+ 2$jy — Sy y = o. Eft hacc aequatio ftuxionalis irreducibilis ; 
quare proy>, 7, .y, (criptis eorum valoribus per^^x, *, & v, i>, u ex- 
preffis fiet R*u 2 — R* t; 3 -E3Rxui; -E $xxv -E 2Sx J 7; Sxxu -E 
Sxxt»=o. Et ope hujus aquationis, una cum aequatione vv~xx -E 
zz, (nempe pro R, R, S, & S, feriptis eorum valoribus per z, *, v 9 

Sl eorum fluxiones expreflis) dabuntur fluentes x, &LV (per Prop. 6.) 
In refolutione autem harum aequationum erunt quatuor coefficientes 
indeterminati, (per Prop . 5 .) quorum duo determinantur faciendo 
v - o, & * = AD ad punaum D, atque reliqui duo determinan¬ 
tur faciendo v = datat longitudini ABC, 8t x = FC ad punaum C. 

C O R O L L. I. 

Si curva v non ingreditur valorem ordinatae P, exiftente S = 

0 

erit R> — Ry = 0. Qua aequatione comparata cum fluxione« : 2. 



Stbol Proji. 6 . invenietur = — . Ubi pro > fcripto ipfius va- 
> * 

lore -J?JL , fiet R a. Sed eft aquale radio curva¬ 
t/3 ZJV ZX 

tura? (per Prop. \$.Ex.\.) quare in hoc cafueft radius curvatura? 
arqualis 

C 0 R 0 L L. U. 


Iifdem poficis, fi in exprefiione ordinata? P defit etiam z, erit 
R* = P, quo pafto fiet = a. Vice x x fcribe ipfius valorem 

XXX 

vv, atque hinc fiet P = zaw~ 2 . Unde capiendo fluentes erit P = 
h — — . Quo pa£lo in hoc cafu revocatur Problema ad fluxio- 

V 

nes primas. 

Solvi etiam poteft per quadraturam curvarum. Nam in valore 
ipfius P nulla involvitur variabilis nifi x . Eft ergo ax, =s 6 v — ?v 9 
adeoque a'z* = g^Tf\ v* = b — tj hoc eft 


«^«»4- 2 £P—P> = feui 

—b 3 


6 — P X AT 

Vi 1 + 2b? ~TP r : 

-b' 


Etiam v = 


n_ 

V 2b? — Tl' 
b 2 


Ergo quadrando curvas quarum 


T 


abfcifla 




b — P 

abfciffa communis eft #, & ordinatae funt P» 

r-A» 

at dabuntut * 81 v -. 

fc 

C O R O L L. III. 

Si in expreflione ordinatae P defit x , exiftente R = o, erit 
S»4-2S^-.S>y=o. Qua aequatione collata cum fluxione n : z.Schol, 

fc* CL 

Trop. 6 . invenietur S -f- = ~ * hoc eft fpro y & y fcriptis fuis 

y z 

valoribus — atque — z ** ^ S x -iiL = a. Unde in hoc cafu 

V yl J v* Zx 

erit radius curvatura {= —) aqualis — . 

zx) S*‘. 

C O R O L L. IV. 

Iifdem politis,fi praeterea defit a in expreflione ipfius P ut fit P=Sv ? 

erit * x% = a, hoc eft P = azxx-\ Unde regrediendo ad flu- 
zx 

entes fit P = J . Adeoque etiam in hoc cafu revocatur Pro? 
x 

blema ad fluxiones primas. 

Solvi etiam poteft per quadraturam curvarum. Nam in hoc 
cafii in valorem ipfius P nulla ingteditur variabilis nifi v. Ergo eft 
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'w*' * J . _ * ♦ _ „ 

ss bx — P*, adeoque a V = b — P|* x ** s &— p| 4 * 

jT—Px v _ . <iv 

hoc eit z = —-- . Etiam * = ■ f 

Va' + 2^P — P x —P* : 

—*• 

Itaque quadrando curvas, quarum abfcifTa communis eft v, 8t ordi- 

£_p a 

natT funt —■- , & /- - ^r — , dabuntur z 

nane mnt v jrf^ZTp , ^ + 2 ^P —P T 


C O R O L L. V. 


Et hinc vice verfa,data curva ABC, innotefeit cujufmodi faftum fit 
extremum in hac curva. Nam fi queritur ordinata bE qua: com¬ 
ponatur ex dignitatibus ordinata: BE,dabitur per aquationem P =b- 

az (Cor. 2.) Et fi quaeritur ordinata bE qua: componatur ex 

i 

v 

dignitatibus v, invenietur per aequationem P = b — — (Cor, 4 . ) 

X 


LEMMA V. 


Si f patrum rigidum a tribus poten- 
tiis in xquthbno tenetur , linex di- 
teft fonum tr an (ibunt per idem 
punctum , & in eodem pLno Li¬ 
cebunt. 

Applicentur potentia: ad pun&a A, 
B, C, atque agant in dire&ionibus A a, 
E£, Cc. Quoniam pun&um quod vis 
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A tenetur in aequilibrio, vires U, Cc conjun&im fumeae componunt 
vim Vi A a contrariam ££ aequalem. Sed (per Principia Statices) 
vires B£, Cc hoc mpdo componi nequeunt, nili tranfeat re£h utra¬ 
que B 2 , Cc per pun&um aliquod p 4 n re£ta Aa, atque omnes A<r, 
13 ^, Cc jaceant in plano communi. Ergo ita fe res habet. ^ E. 

LEMMA VI. 

^ [patium matei ia gravi onuftum a duobus filis fujlinetur, re - 
fp*&" virium, quibus fila, ifla tenduntur, perinde ejl quonam 
modo difponatur materia in [patio rflo ; (i mo do Centrum 
Gravitatis femper verfi.tur in eadem recta ad Hori&ontem 
normali. 

Conflat ex Staticis. 

N - B • In propoficionibus quatuor fequentibus fumus aQuri de 
figuris funiculorum, limeorum aqud plenorum, atque fornicum data 
onera fuftinentium* Omnes hx figuror, utpote ex materia phyfica 
compofitat, veram habent craffitiem, funt ad flexuram nonnihil 
ineptar, Secedunt aliquantulum viribus, vel extendentibns vei 
comprimentibus. Ergo ad htee omnia attendere oportet eum, qui 
velit has figuras accurate deferibere. Sed cum ea ad computum 
mahematicum difficile revocentur, 8t calculum, per fe fatis proli¬ 
xum, nimis impedirent, nos, eorum effe&us prorsus negligentes 
fingimus figuras propofitas conftare ex materia perfe&e flexili exten¬ 
tioni, atq v contraaioni prorsus inepta, atque adeo tenui,ut ejus craffi- 
ties poene evanelcat refpettu longitudinis data!, Refpe&u tamen fui 
ipfius non femper fingimus craffitiem effe abfolute nullam, quoniam 
in funiculis, & in fornicibus propria tantum pondera Minentibus 
ea ad figuras formandas plurimum valet. 


PROP. 


XIII. 
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P R O P. XVIII. P R O B. 


Data lege crajjitudinis Funi¬ 
culi dependentis a duobus 
punffis; invenire relictio¬ 
nes fluxionum abfcijfa , 
ordinata, & curvce; & 

. definit e conditiones qui¬ 
bus flgura dejcribendx 
fubjici potefl. 

Sit AB funiculi pars quidam dependens a punftis A & B, atqj 
ad reCtam politione datam CD Horizonti parallelam ducantur nor¬ 
males AC, BD, & ad punCta A & B ducantur tangentes Ag, B#, 
quarum Ag occurrat ipfi CD in E, atque fint pm?&a <% & b ipfis A 
&: B proxima, 8t dutla nova ordinata bd , ei occurrat Bb Horizonti 
parallela in b , atque B q tangenti Ag parallela in q * atque fit AC 
ordinata politione data, & BD ordinata mobilis 5 & fint CD = z, 
DB = 7, longitudo curvae AB = v , craflitudo in B = .v, pondus 
funiculi AB = p, CE : CA : AE:: i: n : m, atque a pondus datum 
aequale tenlioni fili in A. 

Quoniam pondus totius funiculi AB fuftinetur a filis brevifiimis 
<*A, bB , in directionibus tangentium Ag, B,?, jacet totus funiculus 
in plano ad Horizontem normali j atque fi partis AB centrum gra¬ 
vitatis fitG, per quod ducatur Horizonti normalis GP, tranfibit ea¬ 
dem GP per tangentium concurfum mutuum,?. Nam (per Lemma 
?•) refpeCtu filorum Aj, Bb perinde ac fi omnis materia funi¬ 
culi AB appendatur ad filum GP : unde fpatio figura: conftituto in 
aequilibrio per tenfiones trium filorum Aa, Bb, GP, tranfi&unt ea 

11 per 






per idem pun£lum£, atque jacebunt in eodem plano, (per Lm. 4.) 
quod ob normalem GP eft Horizonti perpendicularis. Sunt ergo 
tenfiones horum filorum, ut latera trianguli B bq eorum dire&ionibus 

parallela. Sed fi fiat B b = z, erit hb = 7, atque Bb = v, & (ob 
fimilia triangula Bbq , EGA,) hq = wz, adeoque bq = 7 -f- mz, & 
= mz. Quare elt a : p : : mz : y mz, hoc eft ay 4- w az — 
wpz = o. Eft autem p = vx. Unde eliminato p ab aquatione 
hac (nempe fluente uniformiter z) erit ay—mxvz = o. Itaque re- 

folvendo aequationes ay — tnxvz, = 0, & vv = yy + ( per 

Prop. 6 .) dabuntur relationes ipforum z, 7, v * nam ex hypothefi 
datur x, vel per dignitates unius, vel dtrorum, vel omnium z,y, v. 

CASUS I. 


Si utrumque 7 8c v ingrediuntur valorem ipfius *, deferibetur cur¬ 
va per tres con4flfcnes, quae pofliint pro lubitu applicari ad va- 
lores y, & v, Sc fluxionum fuarum (per Prop. 

CASUS IL 


Si defit y in vaiore x erunt conditiones omnino tres, quarum una 
ad minimum applicanda eft ad valorem ipfius 7, &: reliqua: duae 
poliunt pro lubitu applicari ad valores ipforum 7, & fluxio¬ 


num fuarum. 


CASUS III. 


Si tantum 7 ingreditur valorem ipfius x erunt etiam conditiones 
tres, applicanda! pro lubitu ad valores ipforum v } 7, & fluxionum 
fuarum, modo ut una applicetur ad valorem ipfius v. 

C^US IV. 

Denique fi in vaiore ipfius * defit utrumque v & 7, erunt con¬ 
ditiones tres, quarum una applicanda eft ad valorem ipfius v , al¬ 
tera 
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tera ad valorem ipfius j, & tertia pro lubitu applicari poteft ad 
valores ipforum v, y, 8c fluxionum fuarum. 

C O R O L L. I. 

Per hanc folutionem, eft tenfio fili in B ad tenfionem datam in A,' 
ut B b ad Bg, hoc eft ut v ad mz. Eft ergo tenfio in B ut 

JL , vel ob datum w, ut —; Sed per aquationem ay\nxz— 
mz z 

mpz = o, eft v (— Vzz ■+■ yy) = — x Vn*a* — zmnap -b m*p x ' * 

“ i 

atque eft tenfio in A 3E^jjlis a. Tenfio itaque in B eft 

ai ^ ^ Et cum h£c tenfio fit proportionalis ipfi 

m z m 


v ea erit minima quando eft v = i, hoc eft in curvat pun&o 
z 

infimo ad quod tangens eft Horizonti parallela, exiftente tenfione 
ifta aquali Et hinc qualifcunque fit lex craflitudinis funiculi, 

data tenfione in uno puntto A, ducendo tangentem dabitur tenfio 
in alio quovis puntto B. 

C O R O L L. II. 


Quinetiam ducendo tangentes dividi poteft 
funiculus in partes quarum pondera fint in 
data ratione. Sit enim ABC funiculus, Sc ad 
pun&a tria A, B, C ducantur tangentes ADE, 
DBF, EFC fibi invicem occurrentes in D, E, 
& Y> Tum (per hanc propofitione^Jfcentra 
gravitatis funiculorum AB, AC, BC, erunt 
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in perpendicularibus tranfeuntibus per refpe&ivos tangentium con- 
curfus mutuos D, E, & F. Proinde fi per duarum tangentium AD, 
CF concurfum E ducatur perpendicularis EG occurrens tangenti ter¬ 
tia: DBF in G, erunt pondera partium AB, BC inter fe in ratione re¬ 
ciproca diftantiarum propriorum centrorum gravitatis a centro gravi¬ 
tatis totius funiculi ABC, hoc eft pondus ipfius AB erit ad pondus 
ipfius BC in ratione reciproca DG ad GF. Datd ergo ratione pon. 
derum, dabitur ratio DG ad GF. Unde datis politione re&is DE, 
GE, FE, dabitur dire&io tangentis tertia: DBF, per quam invenitur 
punftum B, quo dividitur funiculi ABC pondus in data ratione. 


COROLL., III. 

ihjrt 

Si in exprefEone craffitudinis x tantum unum ex ipfis z, 
y, v , folvetur Problema per quadraturam curvarum. 


CASUS I. 

„. . 

Primo enim tantum curva v in expreflione craflitudinis x 

Tum inito calculo per aequationes ay 4- naz — mpz = o, w = 

yy ■+■ zz, & brevitatis caufd pro vVj 1 — 2mnap + mY feripto R, 
-F 1 


invenietur z = atque y = * = ™P ~ .V± v , 

R « R 

Unde dato p per quadraturam curva: cujus abfeifli eft v 9 & ordi¬ 
nata x, deinde dabuntur z & y t quadrando curvas, quarum abfeifla 

communis eft v, & ordinatae funt , atq 5 —. 


CASUS II. 

tnftt 

Si in expreflione ipflus x offr tantum z, duflo utroq* membro 
aequationis z ^ 1JL i n .v, flet z x = . Unde quadrando 


curvas, 
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torvas; quarum abfcifiae funt % & p, & quarum ordinatae funt at & 
dabitur relatio inter * Deinde ob v = , & j = 

quadrandq curvas quarum abfciflx funt /j8c s, & or¬ 
dinata Funt — & —-—, dabuntur v K / 


CASUS III. 

wff 

•Denique fi in valore * tantum ducendo aequationem 


y —s 7 ”/ J ^ u in x, fiet yx = 


-p(=-.) Quare faci- 

m 


endo ~. r aequale area: curva: cujus abfeifia eft y, Bc ordinata *, 

dabitur relatio inter p & y. Unde deinde quadrando curvam cujus 

abfeifia eft y, & ordinata —dabitur z. Dabitur autem vi 
nj 

ut in cafu fecundo, quadrando curvam cujus abfeifia eft p t a: 
ordinata — 


C O R O L L. IV. 


Per Caf. 3. # Cor. 3. eft 
R 

-aequale fluentiyx, quod 

idem aquale eft tenfioni fili, 
(per Cor. 1.) Ergo fit ABG 
funiculus, ad cujus pun&um 
infimum C ducatur tangens 
CEHD horizonti parallela, 
& ad eum ducatur norma¬ 
lis EF ^ atque du&a BFG 
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horizonti parallela, in ea fit femper FG = x = craffitndini funiculi 
in B. Tura fi fit GH curva, quam perpetuo tangit punOum G^ 
atque area; GFEH teitninats ad tangenten CE addatur area EDKl= 

— erit area totalKDHGFEI femper aqualis tenfionjfiU i» B, 
m 

Nam eft EF = adeoque fluxio areae eft jw '= fluxioni tenfionis, 
qux in pun&o C aequalis eft —■. 

COR Oflfe. v. 

Per £>.4. Prop, if. eft radius curvaturae aqualis —=L.j quare 

(per aequationem ay — mxvz, =0.) in funiculo eft ratlius ifte 
aqualis hoc eft, aequalis areae DI (fig. Cor. 4.) applicatae 


ad FG, 8 1 deinde du£te in hoc eft in quadratum fecantisan- 

z? . 

guli, quem facit curva cum horizonte. 

COROLL. VI. 

Data figura funiculi facile invenitur ratio craflitudinis fuae. Nam 
dantur relationes fluxionum per fpeciem figurae: unde per aquatio¬ 
nem in hoc Problemate inventam ay — 7 nxvz = o* datur craflitudo 

* =- . °LL s= x JLL as; OHL applicato ad radium curvaturae. 

mVZ m* V\ ~ m VlZ< . q 


?KOP. 


(s.; 

PROP. XIX. PROB. XIV. 

Data ratione craffltudinis , invenire figuram 
Fornicis proprium pondus fuftinentis. 

Sit fornicis portio quaedam AB, < 8 c fint a & b 
pun&a ipfis A & B proxima, Sc ducantur tan¬ 
gentes Ag, Bg. Tum fi portionis AB centrum 
gravitatis fit G, per id ducta hdPWbnti perpendi¬ 
cularis GP tranfibit per tangentium concurfum 
g, ( per Lem. $. & 6. ) quoniam filftinetur pondus arcus AB per 
lineolas «A, £B. Viribus itaque eodem modo interpretatis, atq* in 
Propofitione praecedenti, confiat figuram hujufmodi fornicis,-eandem 
efle atqj funiculi, in fitu tamen inverfo. 

LEMM.A VII. 

Sit AB linea quavis cur¬ 
va in plano ad horizon- 
tem perpendiculari , 
per motum retia eidem 
plano normalis per cur¬ 
vam AB deferibetur fu- 
• perficies , per quam fujli- 
neatur fluidum cujus fu- 
perjicies Horizonti parallela occurrat plano eidem in net.i CD. 
Tum dico. 

Quod fi a d Horizontem ducantur perpendiculares C 4, DB , 
occufrentes curva in A & B, & recta CD in C &* D 
& ducantur Horizonti paralleU AE y BtG, quarum BF 

■ - - - occurrat 
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occurrat retft CA hi F, & fiat AE = CA^ atque ducatur 
CE'occurrens BF.tn G, erit fluidi preflio iota /atera u, per 
quam uyget fundum AB tn direclione Horizonti parallela, 
ad pondus fluidi Jpatio CABD inclufi , ut area AEGF, ad 
aream CABD, 


Duc ca horizonti perpendicularem, ipfi CA proximam, atque oc¬ 
currentem curva: AB & re£Var CD in a & c, atq* per a duc ae hori¬ 
zonti parallelam, occurrentem ipfis CA, CE in / & e . Tum 
coincidentibus punttis A 8t a, flyidi fpatio CA ac inclufi pondere 
eftiftente ut idem fpatium, hoc elt ut CA X fla, ejus preflio abfoluta 
in lineolam Aa perpendiculariter fa£h erit ut CA x A a * adeoque 
ejuldem preflionis pars lateralis horizoitti parallela in dire&ione / lt 
erit ut CA x/A, hoc eft ut EA x/A. Exiltente igitur CAac flu¬ 
xione ponderis, erit EA/e fluxio preifionis lateralis 5 adeoq^ ubi pon¬ 
dus fit squale ares CABD, preflio lateralis fiet arqualis area: AEGF 
& F. D. 

COROLLARIUM. 



Hinc fi conftituatur triangulum re£tangulum PQR, 
cujus bafis PQ horizonti parallela fit ad perpendicu¬ 
larem RP, ut fpatium AEGF ad fpatium ACDB, 
fluidi vis tota abfoluta in fundumAB erit in direftione 
hypothenufa: RQ., 8t per eam reprsfentabitur, fi re- 
prsfentetur pondus per perpendicularem RP. 


r r o p. xx. r r o b. xv. 



Invenire figuram Lintei a- 
ejua pleni. 

Reprslentetur Lintei por¬ 
tio qusdam per curvam AB, 
& 


( «3 5 

& aquat fuperficies horizonti parallela per reflam horizonti paralie- 
tam CD. Tangant linteum refla! duse EATHI, BT in A & B, fibi 
mutuo occurrentes in T, quarum AT fit horizonti parallela, & per • 
punfla A & B ducantur ipfis CD, AT normales, iis occurrentes in 
C, D, &; H, 8t in AT fit AE = AC, & dufla CE, ei occurrat BG 
horizonti parallela in G, atqj ipfi CA in F. 

Jam fi in AT fumatur HI ad HB, ut eft fpatium AEGF ad aream 
ACDB, erit hypothenufa Bl parallela direflioni totius vis abfoluts 
preflionis fluidi in fundum AB (per Levi. 7.) Sed huic vi refiftitur per 
tenfiones filorum Aa , Bb, in direflionibus tangentium AT, BT; 
quare (per Ltm. j.) vis abfoluta preflionis fluidi in fundum AB 
atquipollet vi applicatae ad punflum t in direflione reflac Br. Ten¬ 
fiones ergo filorum A a, Bb, & vis preflionis fluidi in fundum AB, 
funt inter fe ut refla! earum direflionibus parallela! TI, TB, BI5 
fimul exiftentibus pondere fluidi in fpatio CABD, & preflione late- 
rali in fundurti AB ut BH & HI. Sed ob liquoris fluiditatem, liberd 
movebitur linteum per ejus particulas, tanquam per trochleas; 
adeoque eft tenfio fili Bb aqualis tenfioni fili Aa, & inde TB = TI. 
Ergo fi tenfio fili data defignetur per datum fpatium a, atque pon¬ 
dus fluidi per fpatium continens ACDB, quod etiam dicetur A, & 
preflio lateralis per fpatium ei 'proportionale AEGF, quod dicetur 

B, erit a : A : B:: TB: BH: HI. Eft autem BH~V2TBx Hi-HIfo 
(ob TI=TB) quare etiam per hanc analogiam erit A=v / 2^ — BB 

Sit jam CA = c, AH = z, DB — y (= CF = FG.) Tum 
erit B = 1 , atque TH : HB:: z : y , hoc eft, (per ana¬ 

logiam fupra inventam, Sc per valorem ipfius A) a — B : Via 6 —BB 

: :z:y; Unde fit % = — a * y - quippe ratione habita figno- 
V2ab — 

rum ipforum s & y. Nam ubi curva eft verfus terram convexa, cre- 

Y fcentc 
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fcente «, decrefcity, atque eft B = ~-£: Sed ubi eum eft ad 
^concava, ipforum s 8c y fluxiones funt ejufdem figni, exiftente etiam 



Ipfius autem x fluxio eft ejufdem for/nse in utroque 


cafu, figno tantum mutato. 'In cafu figurae praefentis fluidum 
ver£ continetur in linteo: in cafu altero jacet ad lintei partes infe¬ 
riores, idque (puta mediante lyphone) furfum urget cum vi in 
quovis pun£lo proportionali fluidi altitudini perpendiculari infra 
altiffimam fuperficiem horizontalem. 


Datur autem x ex dato >, quadrando curvam cujus ablcifla eft y, 

T> _ 

nfn» ordinata - . Et per coefticientem indeterminatum 

V2aB —BB 

in valore fluentis x, 8c per coefficientes duos a & c accommodari 
poteft iolutio ad tres conditiones, quarum ad minimum una refpe- 
&um habebit ad valorem ipfius x-, per quem nempe determinatur 
politio curvx. 


Per aequationem x as — ■ a * y . (= ^— 3 y y ) eft — = o l 
V 2 aB — BB A y 


C CDE 

i : 1 n 



hoc eft, ordinata > tangit curvam, quando eft BL e. —— = a, 

vel 





vel > — Vcc — 2a. 
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Et in hoc cafu eft area A==<r. Item ubi A= o, 


erit i infinita refpeftu y, hoc eft curva tanget reQam horizonti pa¬ 
rallelam. Et hoc fit ubi eft 20B — BB = o, id eft, vel quando 
B = o, adeoque y = c> vel quando B= 20, adeoqj y^ Vcc — 4^. 
Ergo fi fit CD fluidi fuperficies horizontalis, atque ad horizontem 
ducatur normalis CA, & in ea fumantur CA = c, 6 c C*=Vcc —4 a y 
& per pun&a A 4 ducantur AI & &a horizonti parallelae, curva 
deferipta utrafque tanget, 8t inter eas tota jacebit, ldque fiet fub 
hac conditione, ut ordinata DB primum pergendo de CA per DB 
perveniat in EP, ubi fit EP = Vcc — 2a, atque area CABPE = 
deinde regrediendo de EP per T)b perveniat in cj, ubi fit ca = 
Vcc — 4«, atque area EP hac = a. Nam progrediente ordinata area 
increfcit, & regrediente ordinata decrefcit: quare fi area fit nihil, hoc 
eft indicium, vel ordinatam de loco fuo nondum movifle, vel quod 
areae decrementum per regreflionem ordinata: aequale fit ejufdem 
incremento prius fa&o per progreflionem ordinata:. Et hinc per 
infinitas repetitiones figura: APB&i utrinque fattas curva ferpet per¬ 
petuo inter horizonti parallelas AI, «a ad inftar cycloidis, ubi pun- 
€lum deferibens fumitur ultra peripheriam rota:. 


In hac curva eft radius curvatura: aequalis ipfi Quod mox 
demonftrabimus in propofitione fequenti. 


P R O P. XXI. PROB. XVI. 

Invenire figuram Fornicis fujlinentis onus fluidi Juverincimibentls. 

In hac figura vires omnino interpretantur ut in Prop. 20. Quare 
eft hujus fornicis figura eadem, atque figundintei, onere tantum ad 
contrarias partes figurarum applicato •, in hac enim applicatur flui¬ 
dum ad curva: partes convexas, in illa ad partes concavas. 

Sed 
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Sed ut per vaiias folutlones res quo» 
dammodo fiat illuftrior,repr£lentetur for» 
nicis portio qusedam per curvam AB : 
vertice fummo ubi tangens efc horizonti 
parallela, exifcente A. Reprafentetur 


etiam fluidi fuperficies fumma per reftam horizonti parallelam CD, 
& duftis horizonti normalibus AC, BD, fint AC = c, CD = 
DB = y t atque curva AB = u, & pro area CABD fcribatur A. 


Sume punUa b & p utrinque ad diftantias aequales minimas a punfto 
B, 8e ducatur ad curvam normales £S, pS concurrentes in S, atque 
ducantur tangentes bt , pt concurrentes in f, & compleatur paralie- 
logrammum btpr. 


Conftat pun&a b 8c p verfus invicem urgeri per vires duas in 
dire&ionibus tangentium bt & pt *, his autem viribus refifti per pon» 
dus fluidi infiftentis fundo bp , idque in direftione ad fundum per¬ 
pendiculari. Sunt ergo vires illae ut latera trianguli btr earum dire¬ 
ctionibus parallela, vel ut latera trianguli confimilis S bp. Sed pun- 
ftum b fuftinet pondus totius fluidi in area CABD, cujus preflio in 
direttione bt eft ad ejufdem prefiionem perpendicularem ut fecans 

anguli £BD ad radium, hoc eft ut v ad y : item preflio in fundum 
bp eft ad pondus fluidi in Ipatio ACDB ut bp x y ad A. Quare con¬ 
jungis his rationibus fit bpxyy ad Au ut bp ad bS j adeoq* bS = 

AZ . Sed data u eft £S = JLL (per Ex. 4. Prop. 1 j) Unde fit 

yy y 


JL1 L = AZ , hoc eft zyy = A% vel Ay — Ay = o. Unde capi- 
y yy 

A a 

endo fluentes fit — = — , hoc eft Au = Eft autem u v = 

y v • 




( 87 ) 


* Az 

zz + yy, unde fit y — ■ 

Ya % *-< 


hoc eft yy 


• _ aa 

v ii —_- 


/a 1 — A- 


v Unde 


(capiendo fluentes, & addendo 0 4- —' 5 ut fiat j — c in vertice 

curvse, ubi eft A=o,) fit — = * 4“ ~ A x . Pro 

fcribe B, atque calculo perafto invenietur A = V2<* B-B 2 *, 


adeoque ; 


a — Bx y 
V2 aB — BB 


, omnino ut in IVop. 20. 


COROL LARIUM. 


In hSc folutione inveniebatur 


—, atque erat = 


4? Ff[ erg6 p , e ffi 0 Al fa£la in lineolam ?B «qualis data: «, 

yy y 

;o a 

atque radius curvaturae bb = — . 

s C H O L I u M. Jr. 

Ex hac expreflione adii curvatura confiat eandem hanc curvarm 
etiam efle figuram lamina: elafticx data vi flexat. Nam eft «exuta 
in ratione reciproca radii curvatura:, adeoque in hac cur va m dtrefta 
ratione altitudinis y Sed dati ponderis vis ad laminam incurvandam 
eft ut ejufJem dillantia minima a punfto flexura: Quare fi pondus 
applicetur ad laminam in reda CD, figura genita ca em quum hic 
defcripfimus. 

Qninetiam manentibus punais, in quibus hac curvat. occutt» 
fluidi fupeificiei horizontali CD, | minuatur aUttudo max.ma c m 


( w) 

Jfl6nki;*n3 s ^rItiLic_.eadQni curva cujus figuram indaitNervus muficus 
vibrans, m-qrrovis articulo motus fui. Quod jam demonltrare pro- 



ut curvce tandem conici dant 
flexura: eadem, quj; ordinata) 


M A Vfll. 

Si curvarum duarum AB, AP 
abjcijfam communem haben¬ 
tium AD, ordinata DB, DP 
fint ad invicem in data, rati¬ 
one, imminutU iis in infinitum, 
cum axe AD, erit ultima ratio 


Duc novam ordinatam dp curvis occurrentem in p & b, &: ad 
pun£h B & P duc tangentes occurrentes dp in C gt c. Tum ob da¬ 
tam rationem ordinatarum, tangentes produ&x concurrent in aliquo 
pun&o T in axe AD. llnde ob parallelas db , DB, erit dC : dc: : 
DB : DP : :db : dp :: dC — db : dc — dp , hoc eft bC : pc :: DB : DP. 
Coincidant jam ordinatae db. DB, atque lineola: evanefcentes bC , pc 
erunt fubtenfe angulorum contaftus bhC , p?c h atque imminutis 
ordinatis in infinitum erunt angulis ipfis proportionales. Sed per 
hos angulos acftimatur flexura. Quare coincidentibus curvis AB, 
AP cum axe AD, erit flexura in B ad flexuram in P ut ordinata 
DB ad ordinatam DP. jg. E. D. 

LEMMA IX. 

Data craflitudine nervi tenft , vis accele¬ 
rat rix cujufvis puncti cfl ut flexura in 
ijlo puncto. 

Sit nervus in politione curvae ABC. Sume 
punSlum b pun&o B proximum, & duc tangentes Bf, bt concurren¬ 
tes 
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tes in t , 8t compleatur parallelogrammum B tbr i atque ad curvam 
ducantur normales BS, bS concurrentes in S. Tum (per principia 
Statices) erit vis abfoluta ad movendam particulam B b in dire&ione 
tr ad fili tenfionem in B, vel in b , per quam generatur vis illa, ut 


t r ad t B, hoc eft ut B b ad BS, adeoque vis illa eft ut * quoni- 

Bb 


am fili tenfio eft data. Sed eft vis acceleratrix in ratione vis ab- 
folut* direfU fit materiat movendae inyerfe; fit in hoc cafu eft mate¬ 
ria movenda ut B£. Quare eft vis acceleratrix ut , hoc eft ut 


Curvatura in B 5 curvatura enim eft in ratione reciproca radii. 


PROP. XXII. PROB. XVII. 

Definire motum Nervi tenft. 

In his pono nervum conftare ex 
materia tenuiftiraa uniformiter 
crafta, ejufq-, elongationem maxi¬ 
mam ab axe motus AB efle infini- IH 

te parvam; ita ut vis tenfionis E C A 

non mutetur per aufihrn longitudinem nervi in majoribus fuis 
diftantiis ab axe AB,.& ut inclinatio radiorum curvatura: ad axem 
fit lemper infenfibilis. 

SOLUTIO. 

Pct punfta A & B deferibetur curva ADFB, cujus indoles fit, ut, 
du£lis ad libitum ordinatis ad axem normalibus CD, EF, fit curva¬ 
tura in D ad curvaturam in F, ut DC ad FE. Dico quod hate fit 
figura, quam induit nervus in quovis articulo motus fui * item quod 
pun£ta omnia D, F fimul ad axem pervenientia fit fimul redeuntia 
vibrationes fuas omnes peragent in eodem tempore periodico, ad 
inftar penduli ofcillantis in Cycloide. & E, F 

DE: 
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DEMONSTRATIO. 

Sit enim corva ADFB nervi diftantia maxima ab axe AB, 
pun&is omnibus jam quiefcentibus. Tum quoniam curvatura in E> 
sit ad curvaturam in F ut diftantia CD ad difcantiam EF (ex hypo- 
theli) erit acceleratio in D ad accelerationem in F in eidem ratione 
diftantiarum (per Lew. 9.) adeoq^ in initio motus fpatia fimul percur- 
fa D<?,F/erunt in eadem ratione: adeoq 5 8 1 divifim fpatia percurrenda 
Cd, E/ erunt in eadem ratione: unde etiam accelerationes nova: in 
punctis , £e / erunt in eadem ratione (per Lem. 8, & 9.) atq^ erunt ad 
accelerationes priores in D & F, ut diftantia: dC & f E ad diftantias 
DC & FE (per eadem Lemm.) Ergo pun£U cujufvisD,vel ut in eadem 
curva ADFB, vel ut in diverfis ADFB 8 c AJ/B fpe&ati, acceleratio 
lemper eft ut ejufdem diftantia ab axe motus AB Quare (per Prop. 
f 1. Lib. 1. PbilNjt. Prine . Mdth) punfta omnia Nervi ad axem fimul 
perveniunt, fimulredeunt, 8c vibrationes fingulas peragunt in dato tem¬ 
pore periodico, ad inftar corporis ir> Cycloide ofcillantis. E. D. 

Porro fi Nervus ple£lro modo percufTus nondum induerit formam 
curva: jam deicriptae j fit eius forma ADFB, curvatura in F exiftente 
ad curvaturam in D in majori ratione quam diftantije FE ad di. 
ftantiam DC. In hoc cafu velocitas in F eft ad velocitatem in D, vel 
in majori, vel in minori ratione, quam diftantia FE ad diftantiam 
DC. Si fit velocitas In F ad velocitatem in D in ratione majore 
quam FE ad DC, erit fpatium F 'f in tempore minimo defcriptum 
ad fpatium Di eodem tempore deferiptum in ratione majore quam 
EF ad CD j adeoque divifim erit /F minor refpe&u FE, quam eft 
dC refpe&u DC, indeque (per Lcmm . praed.) acceleratio in/minor 
erit refpe&u accelerationis in F, quam eft acceleratio in d refpe&u 
accelerationis in D. Itaque majoris velocitatis acceleratione femper 
decrefcente, & minoris velocitatis acceleratione e Cbntra femper 
crefcente (refpe&u diftantiarum ab axe AB,) motus inter fe tandem 
ira temperabuntur, ut perventis pun&is F & D in pun&a quadam 
p &. f, erunt tum velocitates tum accelerationes ut diftantiapE, rC ; 
adeoque ctirva AtpB jam exiftente eadem quamdefcripfimus, motus 

dehinc 
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dehinc omnes confpirent. Atqye idem eveniet (i fit velocitas in F 
ad velocitatem in D in minore ratione quam diftantlae FE ad di- 
Itandam DC. Quare quocunque modo percutiatur nervus, quam 
citiffime induet formam curvae hic deferiptar, atque perget moveri 
more jam deferipto. Q E. D. 


PROP. XXIII. P R O B. XVIII. 

D/ttis longitudine ■Nervi, ejufdem pondere, & pondere tendente ^ 
invenire tempus periodicum. 


Sit Nervi inter punfla A & C ex¬ 
tenti longitudo L, ejufdem pondus 
N, atq; pondus tendens P, & con- 
ftituatur nervus in pofitione ABC 5 
& fumptis pun&is B & b proximis, 
ducantur ad curvam normales BS,£S, 



concurrentes in S& ducatur ordinata axi normalis BD. 


Per Lem. 9. eft vis tenfionis Nervi ad vim abfolutam ad movendaifi 
particulam B b ut BS ad B b. Sed eft vis acceleratrix in ratione 
compotita vis abfolutae dirette & materis movendae inverfe. Quare 
fi particula movendat Bb pondus dicatur p t erit acceleratio particulas 
B£ ad accelerationem ponderis P ab ipfius proprid gravitate oriun¬ 
dam, hoc eft, vis acceleratrix nervi ad movendum pun&um B ad vim 
B b BS 

acceleratricem gravitatis, uty ad p; unde fi gravitatis acceleratio 

data dicatur i, erit pun 3 i B acceleratio ||-*y. Sed eft P adj> in 
ratione com polita P ad N, 8C N ad p, feu L ad BA, unde fit 

J- = illi ■ Adeoq ‘> aCCeleiati ° pun£U B eft ITxlS • ** 

^ a quoniam 
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quoniam eft curvatura ut diftantia BD (per Prop. 22.) qua: eadem 

et! ut , erit B$ x BD quantitas data. Sit illa a. Tum pro-BS 
BS 

a . . n , _ .. PxLx BD 

fubftituto — , fiet acceleratio pun£h B teqpalis —-. Sed 

c D in x a 

In funipendulis tempora periodica funt in dimidiata ratione longitu¬ 
dinum dmfte, & virium acceleratricium inverfc (per Prop. 52. L\b. 
i. Princip. Mjtb .) Quare fi conftituatur pendulum cujufvis longi¬ 
tudinis D, erit tempus periodicum nervi ad tempus periodicum iitius 

P x L x bD 

^penduli in dimidiata ratione (BD applicata: ad — ^ ^ - -,hoc eft) 

ad D. Atque numerus vibrationum nervi in tempore unius 

, . D P L 1 

vibrationis penduli erit-— • 


^ Supereft ut inveniamus quantitatem 0 . 

5——Conftituatur itaque nervus in politione 
/r j J ABPC, & ad axis AC pun&um medium 

C E D ~A D erigatur ordinata normalis DB, & fit 
alia quaevis ordinata EP, atq* fint DB == 

c, DE =s z,, EP = y . Tum, ob radium curvatura squalem ~ J ' 

erit (per Prop. 21.) z = — B a 5 nempe pro B fumpto 
V 2 ai\ — BB «6 

C L~~. M . Sed evanefcentibus c & ; hzc expreflio fit * = — ZZfl L. 

* 2 Yac^—ay* 

s vel * = ~JL x _ cy ~ ... . At enim eft . /> Bu- 

Vcc-jy c Ycc—yy Ytf—y* * * 

xlo arcus drcularis, cujus finus eft & radius c. Quare arcu qua- 

# drantali 


(*3 ) 

T 

T 

drantali in ifto circulo exiftente g, erit DC = — x q == 4-L. Un¬ 
de eft a ' ad^L ut radius circuli ad arcum quadrantalem, vel a 
ad L ut diameter circuli ad peripheriam ejufdem. Sit ergo p peri- 

pheria circuli cujus diameter eft i, atque jam exiftente a = — . 
erit numerus vibrationum Nervi,in tempore unius vibrationis.'penduIi 

p 7 _ 

datae longitudinis D, aequalis — 7 —^. QE* L 
l t n t , 


CORALLI. 

Comparatis motibus Nervorum inter fe, ob data & D, erit tem- 

L N 

pus periodicum Nervi ut -;- 

r 

. C O R O L T.. ir 

Ubi Nervi conftituuntur ex eodem filo, eft Nervi pondus N ut 
ejufiem longitudo f L„ Quare in comparandis motibus hujufmodi 

L 

Nervorum, eft Tempus periodicum ut -r-. 

% * • P " * 

COROLL III. 

lifdem pofni--, fi pfxterea detur pondus P, hoc eft, fi longitudines 
fumantur in eodem Nervo diverfimode obturato, erit Tempus peri- 
odicnfti ut L. Sed reipeflu Nervi aperti, pars dimidia edit Tonum' 
Diapafon, pars edit fonum Diapente, pars i edit fonum Diatefia- 
ron, & fie de exteris. Quare a Muficis recte definiuntur proportio¬ 
nes hujafmoifi tonorum per numeros, i, ‘, longitudinibus 

Nervorum proportionales. • • ■ ■- 

L E M 


C 5>4 ) 




LEMMA X. 


M - J 'T) J£ tn f un $ um ^ atum fp*& 'rigidi ciru 
datum axem mobilis , impingat data 
% t particula in data direttione, data cum 
‘ 'velocitate; atq\ in figura prafienti fini 

'' ^ funtta C y Byby A interfieri tones plani ad 

_A. axem datum rotationis perpendicularis 

, cum ipf° *xe & cum rectis ei parallelis , tranfieuritibu s per locum 
puntti tn quod impingit particula data , per extremitatem recte 


in direftione motus , & pfopmtonalis velocitati tftius particulas 
impingentis; & per fipatii ejufidem aliud puntfum datum: 
atq; ad CB ducatur normalis bD ; tum erit motus i fiius fipatii 
productus per impulfium ifiius particuU omnino idem , ac fi 
produceretur per aliam particulam • cujus magnitudo efi ad 
magnitudinem particuU prioris, uf CB % adCA*, & velocitas 
e C A 

efi ut Di* -g-p, impingentem in ifiud Aliud punitum du- 


tum cujus projellio efi J, cum diretlionc tum reltx CA tum 
Axi rotationis perpendiculari. 


• w 

Nam per rigorem fpatii omnis motus tollitur, nifi quatenus fit 
in planis ad axem normalibus. Quare punais omnibus de quo agi 
turmodopridiflo ad tale planum reduftis, particula impingentis 
velocitas & ejufdetn direftio in hoc plano reprrcfenrabitur per reftam 
Bb. Sed hujus velocitatis pars BD tollitur per refiftentiam pun£li 
C, 8c per partem reliquam D/> producitur motus fpatii. Velocitas 
autem pun£li A eft ad velocitatem punfli B, ut diltantia a centro 
CA ad difiantiam CB: quare puncli A velocitas produfta per mo¬ 
tum particula: impingentis i» B erit D b * S ed 8c momentum 

ejufdem 
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ejufdem particulae efl ad momentum quod tribuit pun£lo A, ut CA 
ad CB: quare fi particulae iftius magnitudo fit p, ejus momento in 
B exifiente pxD£, momentum ab ei tributum punfto. A «rit 

C SL 

p x D b x - Sed eadem velocitas & idem momentum produ- 

C B z 

cuntur in punfto A per vim particulae p x C Al impingentis in 

illud pun&um, indirettione ipfi CA perpendiculari cum velocitate 
C A 

Db x Quare refpe&u motus produ&i in fpatio rigido, perinde 

- C B* 

omnino eft five particula p impingat in B, five particula p x -q 

impingat in A modo jam definito. E. D. 


PROP. XXIV. PROB. XIX. 

Corporis dati e dato Axe Horizonti parallelo dependentis inve¬ 
nire Centrum OfcilUtionu. 

Per Centrum Ofcillationis intelligo pun&um, cujus velocitas idem 
femper eft ac fi corpore reliquo amoto iilud > folum circa eundem 
axem ofcilletur. 

Sit ergo praefens figura in 
plano ad horizontem & ad 
Axem ofcillationis perpen¬ 
diculari, tranfeunte per cor¬ 
poris centrum gravitatis G, 
atque fit C interfe&io hujus plani cum Axe ofcillationis. Duc Ho¬ 
rizonti parallelam Q, atque in re£la CG fit A Centrum ofcillationis 
quaefitum. Sit p particula prifmatica Axi motus parallela, & plano 
figurae infiftens in pun&o B. DucfcB, & ad reftam Q duc per¬ 
pendiculares B/?, G^, A<*, ei occurrentes 2h ba . 

B b 



Si 


< sO 

Si gravitatis acceleratio data fit i, tum particula p acceleratio, ad 
fpatium figura: movendum circa pun£tum.C, erit Q uarepun . 

ai A momentum a vi particulip oriundum erit (p *>£-| * — ) 

Cb * 

p * CA' Scd CP er ItTO - TO ) motus punftl A per particulam p in 
punflo B prodtiflus perinde omnino eft, ac fi produceretur a patti. 
cula px^ impingente in ipfum puelum A. Quare vice particu¬ 
larum p in locis B, fubftitutis novis particulis p x i n ”p un ^ 0 ^ 

dabitur accslerawo punOi A, oriunda ex conjunAis viribus totius 
Corporis dati, per notiflimam regulam Collifionum s nempe appli¬ 
cando fummam omnium momentorum p x gj ad fummam omnium 

particularum fubftitutarum p x , hocefc (ob datum CA) ap¬ 
plicando fummam omnium px Cb x CA ad fummam omnium px 
CB 1 : Sed ex notiflima proprietate centri gravitatis, fi magnitudo 
corporis totius dati fit P, erit fumma omnium pxO arqualis PxCv 
Quare fi pro fumma pmnium p-x CB* fcribatur Q, erit acceleratio 

pundli A aqualis ^ CA . Sedfex hypothefi,eft hic accelera¬ 
tio iqffilis ipliuspunQi A accelerationi proprii vel. . Eft 

ergo CA = . Inventa itaque fumma omnium particula, 

rum corporis propofiti duaarum in quadrata fuarum diftantiarum 
minimarum ab Axe olcillationis, per Fluxionum Methodum inverlam 
dabitur diftantia centri olcillationis ab Axe, applicando hanc fum- 
matn ad produaum corporis dati dutti in difrantiam centri gravita¬ 
tis ab Axe olcillationis. ° 


C o. 
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c 0 R 0 L 

In eodem plano exiftentibus pun£tis 
C 3 G, B iifdem ac fupra, ad CG duc 
normales HGI, BD. erit CB* 

=BG 2 ■+ CG 2 — 2 CG x GD ^ nem¬ 
pe cadente punflo B ad ealdem partes 
re&s HI atque pun&um C. Sed ubi 
cadic pun&um b ad contrarias partes 
refla: HI, erit CB 1 —b G 1 CG* -H 
2CG x Gd. Eft ergo fumma omnium particularum duftarum in 
propria fua CB* per totam figuram, squalis fumma: omnium parti¬ 
cularum duflarum in propria BG l + CG 1 per totam figuram, minus 
fumma oflinium p x 2 CG x GD ex una parte re&* HI w plus fumma 
omnium p x 2CG x Gd ex altera parte HI. 7 Sed^ex natura centri 
gravitatis eft fumma omnium px.2CG xGi squali-Tfumms omhium 
p x 2CG x GD. Quare eft fumma omnium/; x CB 1 , feu Q, squa¬ 
lis fu mmi omnium p x GB 1 -EpxCG 1 , hoc eft, (ob datum CG 1 ) 
squalis P x CG 1 pluf fumma omnium p x GB 1 . Si ergo pro fum¬ 
ma omnium p xGB* fcribatur D, erit Q= PxCG* + D 5 ’ adeoq* 

C O R O L L. II. 

Hinc eft GA = 7—7^ . Linde data direffion^AxIs Ofciilatfo- 
nis refpe£lu figura: emporis propofiti, dabitur produflum CG x G A 
Adeoque dato centro ofcillationis in uno cafu ejufdem 
Axis , dabitur idem in omnibus aliis, abfque ulteriori 



direttionis 

calculo. 


L. h 



In 


(*s; 

In cafu aliquo propofito calculus inftitui poteft, vel per inventio¬ 
nem ipfius Q.ex commoda affumptione pun&i C, vel per inventio¬ 
nem ipfius D, prout commodius videbitur. 


E X E M P. ^ 



Inveniendum fit centrum ofcillationis 
Coni re£ti geniti per rotationem trianguli 
Ifofcelis ACD circa perpendiculum CF, & 
dependentis ab ipfius vertice C. Duc bafi 
parallelam IEH occurrentem ipfis CA, CF, 
CD, in I, E, H * & fint CF = a 9 FD = c] 

CE = z, adeoq* EH = , & in re£h 


EH fuanpto quovis puntto B, fit EB = x. 


Tum fi particulae prif- 


maticae p pun&o B infiftentis bafis fit z x (= parallelogrammo B£) 


ejuldem altitudine exiftente 2Vktiy — erit particula ipfa p = 


2zx ^EH 1 — atqj p x CB 1 = 2CE 2 x z * V' EH’ — ,ya* -f- 2 txzx 
xVEH 1 — xx. Et haec eft fluxio fummae omnium p x CB X in refta IH. 
Sed fi pro Area circuli cujus diameter eft IH fcribatur A, erit hujus 

Huens totalis adjacens re£lae IH aequalis " z A (per Qnad. 


Curvarum : nam in hoc cafu fumuntur CE, EH, & z pro datis 
& eft CE : EH :: a: c.) Et hujus fluens totaliselt fumma omnium 
p x CB 1 in tota figura. Sed elt area A ut z Sit ergo A = wz% 

& fumendo fluentem fiet Q^= n 3 a\ Diflantia autem cen¬ 

tri gravitatis a vertice C eft | a [= CG], atque magnitudo Coni 
[= P]; unde fit CG x P = adeoq; diflantia centri 

Ofcillationis a puncto fufpenfionisC eft ~ ~ a ~ [= CA = CG + 

D 
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, D ,, 4 D D 

+ CG T P = 4 a + ^p* •] Unde etiam fit p- 

3CF»+ 3AD» ^ 

80 ') 


+ 12C* 
8o 


E X E M P. II. 


Sit figura propofita Sphaera. 

In hac figura calculus commo- 
diffimd procedit per iriventio- 
nem ipfius D, feu fummae om¬ 
nium pxG B 2 . Sit ergo G 
centrum Sphaerae, DHI circulus 
maximus, & fit Sphaerae radius 
GD =~ a. Centro G & radio 
quovis GB defcribe circulum 
BEF, 8tfirGB = r, & circum¬ 
ferentia BEF = 7tz. Tum fum- 
ma omnium/;xGB 2 in circumferentia*BEF erit aequalis eidem cir¬ 
cumferenti* du£te altitudinem particulae in B dufta: in GB 1 , 
hoc eft 2wz 3 Va m Eff ergo fumma omnium pxGB 2 in tota 

Sphaera aequalis, fluenti ipfius 2 wzzj Va* — hoc eft, t 4 t wjs 
[= D]. Sed elt ipfa Sphaera aequalis f na* f = Pl i Unde fit 
D ^ai*C£= 

t; **.?*•: 

S C H O L I u M. 

Per argumentationem in hac Propofitfone, corporis ofcillantis* 
motus, tam refpeftu virium, quamrefpe&u velocitatis, idem efl, ac 

foret motus particula: aequalis fummae omnium p x (hoc elt 

particula: —^— ? ) ofcillantis ad diftantiamCA. Adeoq; vice 

corporis cujufvisofcillantis fubftitui poteft hujufmodi particula fita in 
ejufdem centro Ofcillationis. Ubi ergo quaeritur corporum plurium 

C c * centrum 
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centrum Ofcillationis commune, convenit fingulorum centra Ofcijla, 
tionis feorlim qucerere, & in iis fubfcituere hujufmodi particulas 
vice corporum ipforum, atque deinde quzrere centrum commune 
ofcillationis per principia hujus calculi. 

PROP. XXV. PROB. XX. 

Corporis cujupuis kirca ditum Axem revolventis invenire Centrum 
Percufionis in recia data. 

V .fc Centrum Percuffionis punftum in corpore circa axem mobilem, 
fed immotum, revolvente, quo in obftaculum impingente fifcitur 
motus totus corporis revolventis, ita ut nec huc neq^ iiluc incliner. 

Confrat hujufmodi pun- 
6 ti locnm effe in plano mo¬ 
tus centri gravitatis; nam 
elementi cujufvis prifmatici 
huic plano normalis, adeoq; 
— axi revolutionis paralie!’, 
motus, cum fit (ibi lemper 
parallelus; momenta ex u- 
traq 5 parte hujus plani erunt 
aqualia •, adeoqu*e per refi- 
■ fientiam in eo fattam filii 

poteft motus totus corporis revolventis. 

S;t ergo C interfe&io axis revolutionis cum plano motus centri 
gra viratis G, & quatratur centrum 'percuffionis inreaa CS tranfeunte 
per pun&um Q-& fit pun&um illud qusefitum A. Diametro CA 
defcrjbe circulum CDA d , cujus centrum fit S * & fumptis punais 
duobus, B intra circuli peripheriam, & b extra eandem, iis infi- 
ftant particula: duae prifmatica: p axi revolutionis parallela. Duc 
AB, SB, Ab, Sb, circulo occurrentes in D, F, d, /, & duc CB, Cb , 

CD ’ a ’ Ob 
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Ob motum revolutionis, pun&orum velocitates abfoluts, in dire. 
pionibus ipfis CB, Cb normalibus, funt ut diftantis CB, C b. Quare 
impingente corpore in pun&um A, particularum velocitates ad tra¬ 
hendum fpatium circum A in partes contrarias per radios AB, Ab 
erunt ut re£te BD, bd. Vires ergo abfolutae particularum in extre¬ 
mitatibus radiorum AB, Ab , funt «t p x DB, bcpxdb h & harum 
virium efficacia: ad corpus trahendum in partes contrarias circum A, 
funt ut p x QB x BA, & p x db x M. Ergo per conditiones Proble* 
matis, debet fumma omnium p x DB x BA intra circulum aquari 
fummte omnium px^xM extra circulum. 

Sed ex natura circuli eft DB x BA = SF* —SB* = SA 1 — SB* 
atque dbxbA- Sb * — SA*. Unde eft fumma omniumpx SA*- 
p x SB 1 intra circulum squalis fumms omnium p x S^ 2 — p x SA* 
extra circulum. Quare transferendo omnes terminos p x SA 2 ad 
unam partem aquationis, & terminos pxSB*,px$£ 2 , ad alteram 
parrem,erit fumma omnium p xSA% tam intra quam extra circulum 
in univerfo corpore, a:qualis fummae omnium p x SB% etiam in uni- 
verfo corpore. Sed duftis SG Sc GB, Sc pro Corporis magnitudine 
fcripto P, erit fumma omniump x SB 1 squalis P x SG* plus fumma 
omniumpxGB* (per Cor. i.Prop.24.) Item ob datum SA* eft 
fumma omnium px SA 1 = P x SA 2 . Proinde pro data fumma 
omnium p x GB 1 fcripto D, erit PxSA* = P x SG* -f D, hoc eft 

SA 1 — SG* = 

Ad CA duc normalem Gg, &duc CG * atqueeritSG*=CG* — 
~CA x Q + SA% fldeoq* SA 1 -SG^CA x C^rr-CG*, hoc eft 

CAxQ-CG' =^-, feu CA = ~ + -jlL -. Dantur 

autem omnes CG, Cg, P & D } quare etiam datur punftum A. 

m-r- - 1 *■ 111,11 ,IBli 


c o- 
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COROLLARIUM. 

Hinc eft CA ad CG + ut CG ad 'Cg. Quare fi reQa CG 

occurrat circulo in 0, exiltente angulo ad O re&o, adeoque & tri. 

angulis CAO, CGg fimilibus, erft CO = CG + p~gg. Unde 

(per Cor. i. Prop. 24.) eft O centrum Ofcillationis. Proinde per cen¬ 
trum rotationis C du&a re€la ad centrum Ofcillationis O, ei perpen¬ 
dicularis OA erit locus centri Percuffionis. Invenitur itaq* centrum 
Percuffionis per calculum centri Ofcillationis. 

LEMMA XI. 

1 n Curva Logarithmica fubtungens datur. Et fi fit numerus v, 
Logarithmus & & Subt angens illa c, erit JL — *.. 

y c 

Hoc ab aliis paflim demonftratur. 

HYPOTHESIS I. 

Denfitas Aeris eft oneri impofito proportionalis . 

Hoc Experimentis confirmatur. 

HYPOTHESIS JI. 

Vis Gravitatis eft reciproe} in duplicata ratione diflantiarum 
a Centro Terra. % 

Demonftratur hoc a priori inter PhilofophU Naturalis Princi¬ 
pia Mathematica 


PROP. 
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. P R 0 P. XXVI. P R 0 B. XXI. 

Invenire Denfitatem Atmofph&r*. 

Sit S centrum Terra, & per 
circulos BCD, bcd centro S- de- 
fcriptos, reprafententur fuperfi- 
cies duae fphaericae ipfi Terra 
concentrica: in Aere defcripta:. 

Tum fu perficies BCD fuftinebit 
prefiioriem columna: Aeris, cujus 
bafis eft eadem fu perficies atque 
altitudo aequatur altitudini BI 
totius Aeris fupra pun&um B 
( per Prop. 20. Lib. 2. Prittcip . 

Maih.) Prelfio >caque in fuper- 
ficiei datam partem BP elt. ur 
columna Aeris totius altitudinis 
BI data: bafi infiftentis. Sit itaq* bp = BP, atque erit differentia prei- 
fionum in bafesBP & bp, ut pondus aeris data: bafi infiftentis, inclufi 
inter altitudines 8c &b,_ Sic. itaque SB = yc, atque imminuta 

diftantia Bb in infinitum, jitj& = x, 8tj denfitas Aeris in B, &fk 
a data diftantia a centro S, ad quam diftantia iri fit gravitas = i & 

denfitas l. Tum quantitas aeris in fpatio BP pb erit ut xy (nempe 
ut magnitudo in d : atem,) atque vis gravitatis in B erit 

— (per Hyn. 2) adeoq* pondus aeris inter B & b erit ut aax y 

XX .... ^ ji) t XX 

(hoc eft, ut quantitas materia: in gravitatem) Defcendendo er 

, 

go verfus centrum Teni, erit incrementum prefiionis ut 

D d Sed 



C<fc*P4,) 

Sed eft denfitas j prefiioni proportionalis (per Hypotb. i.) quare eft 
y ut ^fe^t efijpij IJJeatdataria|q< etitji ==w feu 



Sit SA — a &JSF = ^-=& 5 atqi ad A&F erige normales ipfis 

d&y proportionales 5 qux. proinde per easdefignari poliunt, ut fit 
AE = d, & FP ==n& & fit EP curva quam pun&um P perpetuo 

tangit. Tum erit ~‘?^ L = - a deoq s JL = . Unde eft cur- 

xx y c 

va EP Logarithmica, cujus fd^angens eft c (per Lem. ii.) Adeoq* 
ii in tabula Logarithmorum fumantur Logarithmi proportionales 

ipfis AF, hoc eft ipfis a — —j-t- 5 Numeri erunt ut denfitates in 
locis B. Q E. I. 

S C H OLIU M; "... 

Si Aeiis totius pondus fupra B firp (per hanc Prop.) erit p ad p 
ut y ad y. Sed eft p a ^J (per hanc Prop ) Quare fi fit p = 
^A, hoc eft, fi p fit columna Aeris ejuUem denatatis y & gravi- 
tatis ~ ac Aer in B, & altitudinis A, erit y ad ji ut A ad x, hoc 

eft, urcad ±JL (per hanc Frop.) Unde fit c =—A. Inventa 

XX 

itaqj altitudine A per Experimentum Torricelliamim , dabitur c. 

Sed per Experimentum quoddam* b Haukesbeio fattum, conftat 
Aeris denfitatem mediocrem efle ad denfitatem Aqus ut i ad 820 

fere. 
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fere. Eft etiam denfitas Aqua: ad denfitatem Mercarii ut r ad i u. 
Quare eft denfitas Aeris ad denfitatem Mercurii ut i ad 11070. 
Altitudo etiam Barometri mediocris eft 70 une. Quare fi punftum 
B fumatur in fuperficie Terra?, exiftente a radio Terra?, erit altitudo 
A, (adeoq; fubtangens c) = 392100 une. vel 27675 ped. Anglk. Eft 
etiam Radius Terra? pedum 20995444. Quare pro Radio Terra: 

feripto i, erit c = —’, vel fatis accurate in numeris mino- 

tlbus 760* Et hlnc re *P e ^ u Logarithmorum communium, in quibus 

eft 1 Log. ipfius 10, eft Pes Anglicanus partium 0.00001569 

Mille paJTus Anglitan. 0.082856 .. 

* Radius Terra? , 329.47. 

Ex hac Propofitione conftar, Aeris denfitatem, etiam ad diftan- 
tiam infinitam a Centro Terra?, efle quantitatis finita? •, nam expo¬ 
nitur ea per Logarithmica: ordinatam S s ad Centrum Terra:. Proin¬ 
de fi Aeris vis elaftica tanta fit, ut ad hunc gradum raritatis pervento 
etiam adhuc fit denfitas compreflioni proportionalis, Atmofphsra 
Terra: vere in infinitum extendetur, atque erit quantitas Aeris in toto 
Syfcemate Mundano vere infinita •, utpote qua: major fit quam to¬ 
tum fpatium infinitum duftum in datam denfitatem Ss. Sed vires 
naturales non in infinitum extenduntur : quare plufquam probabile 
eft, Aeris vim elafticam, poftquam ad certum gradum raritatis per¬ 
ventum eft, fubinde continuo languefcere, adeoque denfitatem fub- 
inde decrefcere in ratione continuo minori quam ponderis imminuti, 
atque Atmofphatram eo pa&o revocari intra limites finitos, eofque 
fortafle fatis ar&os. 

HYPOTHESIS III. 

Radit Lucis confiant ex particulis cotporeis , atque Refraftio Lucis 
fit per attractionem mutuam Lucis & Mediorum refringentium , 
atque h<ec Attrattio decrefcit in tam magna ratione cbflantia¬ 
rum aaorporibus^ ut non fit fenfibilis , ni fi in ipfo fere contaftu j 


eft que c at er is paribus ,. ut corporum denfitas. 


Haec 
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Harc omnia abunde comprobantur in Libro Opticorum Newtoni. 
LEMMA XIL 

Sifint Media plura, fimi Uria, planis parallelis ab invicem diftintfa y 
puerum vires attractrices funt tantum in dtflanttis minimu 
fenfibiles; corporis per Media ifla tranfeiintu velocitas , ubi tn 
Medium *aliquod pervenerit , eadem erit, ac fi per Media jam 
pr at erit a non tranfiij[et 9 fed cum prima fud velocitate direfte 
wcidiffet in vires attraclrices ijlius Medii , in quo jam verfatur . 

Difcinguantur duo quaevis Media con¬ 
tigua planis per re&as parallelas AB, 
CD, EF repratfentatis, Itq* ducatur iftis 
normalis GH&* occurrens AB & CD 
in H & h. Sume hinc inde HG 8c bg 
a:quales diftantiis in quibus incipit ac 
delinit attraftio Medii ABDC- Tum 
quoniam Mediorum aftio eft uniformis, 
quantum motus additur corpori pergenti de G verfusM,tantum au¬ 
fertur per contrariam aaionem ejufdem medii eodem perveniente in** 
atque idem eveniet in tranfitu corporis per media reliqua. Reftat 
ergo ut omnis mutatio motus ubi corpus pervenerit in *, oriatur ex 
fola a&iohe medii CDEF, in quo jam vertetur. 

COROLLARIUM. 

Hinc motus Lucis in Medio aliquo idem eft, five in illud primum 
inciderit, five per alia Media jam tranfierit, (per Hypoth. 3.) 

LEMMA xiij. 

Si in datis difiantiis Mediorum Vires attraclrices funt ut ipforum 
D en fit at es 5 erit Lucis velocitas in Medio in dimidiata ratione 
denfitatis Medii quantitate data auclp. 


K 

H 

G 

B 

c 

% 

M 

r> 

E 


•g 

F 

1 



Sit 
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Sit AB fuperficies Medii jacentis ad 
partes F. Duc EAF ipfi AB normalem, J 

atque ad punttum C in refta EA erige / 

normalem CD proportionalem Medii vi ^ ^ 

attra&rici in C, atq* fit EDBFE area tota ---- 

quam defcribit ordinata CD. Tum erit \ - 

incrementum quadrati velocitatis parti- \ 

cula: tranfeuntis per totam regionem at- \ F 

tra&ionis Medii EF, ut fpatium totum EDBF (per Prcpp. 39 & 40- 
Lib. I. Privcip. Matb.) Sed quoniam, ex hypothefi, Attra&iones in 
datis diftantiis funt ut Denfitates Mediorum,. ergo lunt ares integra: 
EDBFE ut eaedem denfitates5 adeoque incrementum quadrati veloci¬ 
tatis elt ut Medii denfitas. Si itaque quadratum velocitatis data: in 
vacuo, ante ingreflum in fpatiifm EF, fit ad incrementum ejuldem in 
tranfitu per hoc fpatium, ut data quantitas ad defTfiratein in uno 
cafu, erit femper quadratum velocitatis datae in vacuo ad ejufmodi 
incrementum, ut idem Datum ad denfitatem: adeoque conjun£tim 
quadratum velocitatis poft trcmficum per ipatium EF erit ad qua¬ 
dratum velocitatis data: in vacuo, ut denfitas plus dato ad datum ; 
& proinde ipfie velocitates erunt in hac ratione dimidiata * adeoque 
velocitas in Medio elt femper in dimidiata ratione denfitatis plus 
dato. Q E. D. 


COROLLARIUM. 

Hinc in tranfitu Lucis per Medium inzqualiter den- 
fum, qualis elt Atmofpha:ra Terra:,’ Vis acceleratrix 
elt ut fluxio denfitatis applicata ad fluxionem diltan- 
t\x inter denfitates. Nam fit Aa linea in cujus dire¬ 
ctione variatur denfitas, & fint ordinatae AB, ab ut vires acceleratri- 
ces in A & a, & fit B b curva quam defcribit punftum B. Tum erit 
area AB b a ut incrementum quadrati velocitatis particula: pergentis 
de A in 0, (p*r Vrop. 39, Lib. I. Princip. Matb.) hoc elt, ut incre- 
E e mentum 



» 
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mentum denfitatis (per ho c Lemma). Quare imminuta diftantid Au 
in infinitum, erit vis acceleratrix AB ut fluxio denfitatis applicata ad 
Ait, hoc eft, ad fluxionem diftantite inter denfitates. 

SCHOL1UM. 

Per experientiam ab Haulesbcio faflam, eft finus refraftionis Ra¬ 
dii Lucis a vacuo incidentis in Aerem ad fuperficiem Terra, ad linum 
incidentia ut 999756 ad 1000000. Ergo in hac ratione eft Lucis 
velocitas in vacuo ad ejufdem velocitatem in Aere ad fuperficiem 
Terra, (per Prop. 95. Lib. I. Primip. Math.) Sit ergo 1 quantitas 
data, atque reprefentetur denlitas Aeris ad fuperficiem Terra per i : 

tum (per hoc Lem.) eiit 1: VT+ 7 :: 999736 : 1000000, adeoqs 
d 0.0005:2828. 


Et in genere, fi Aeris denlitas delignetur 
Per y, & conftituatur triangulum re£l- 
angulum ABC, cujus balis AB fit ad hy- 
pothenufam AC, ut finus refraaionis ad 
finum incidenti* a vacuo, data bafi AB erit perpendiculum BC 



PROP. XXVII. P R o B. xxir. 

Invenire Refractionem Lucis per Aimofpbxram Terra 
tranfeuntis. 

Sit S Centrum Terr*, ABC Radius Lucis incurvatus, quem tan¬ 
gant reftac AG * BG in A & B, fibi mutuo occurrentes in G, atque 
ad tangentes demittantur perpendiculares $D, SQ,, & ducantur 
SA, SB •, atque ad A ducatur ipfi SA normalis AE occurrens SD in 
E, & fit A pun&um in Radio datum, B punttum variabile. Et lint 

SA = n, SD = i, SE = t(=-|±j SB = .v, i denlitas in 
y denlitas in B. # 

Cur- 




Curvatura Radii pende: ab Aeris vi refringente attraflrice, (per 
nypotb. 3) quz femper dirigitur verfus majorem denfitatem hocefc 
verfus Centrum Terne, (per brop. a6.) Eli ergo huc Curva 'de generi 
-Trajettoriarum genitarum per vires Centripetas. 

Eft au tem velocitas Lucis in A ad velocitatem in B ut Vi + d ad 
V1 + y <P er Lem - * 3 -) Quare eft SQ^: SD :: Vf+T: ‘ 

(per Cgr. i. Prop. i. Lib. I. Prine. Math .) Unde eft SQ^L±J b a 

_ VT+~y ' 

deoque BQ = V*' - Et hinc, ubi punQum B eft infinite 

diltans, pocndevanefcentejp, ita ut tut* negligi poffit, erit perpendi- 
nris ad tangentem jam fa&am Afymptoton, = ^,4^ * b Sit Afym- 
ptotos illa PH, occurrens tangentibus AG, BG in F &: H exiftente 
eidem perpendiculari SP. 

Moveatur tangens BG in locum novum proximum bg occuri entem 
perpendiculari SQ. i n q. Tum erit angulus nafcens g BG fluxio an¬ 
guli FGIf vel anguli FHG ; hoc eft, crefcente incrementum an¬ 
guli 


( lio >. 

guli HGF & decrementum anguli FHG j ob datum angulum ad F. 
Atque radio exiftente i, arcus proportionalis angulo nafcenti Q^Bg 

eft Eft autem Qg fluxio ipfius SQ,(= V l ~~b): quare 


eft (Xg = 


hoc eft Q.? = * . ’'*£*' 
i-f^r 2«Vi+/f 


~jb, (ob 


y = per Pr°p- 2 6 .) Unde fit , hoc eft fluxio anguli 

FGH= fl> byxV 7 +~d - vel _ «»*>* 

2cx* x r+j i* yAg ** ?+> yS **—r* 


Inventa itaque fluente hujus expreflionis per Methodum Inverfam 
Fluxionum, dabitur angulus FGB. Sed datur angulus GBS per 
valorem perpendicularis SQ, at qi eft angulus SDG reftus 5 unde da¬ 
bitur angulus DSB. Adeoq*, ex data diftantiaSB (=■*), denfitate in 
B ( = >), & angulo SAD, dabitur politio i&x SB, adeoqjpunftum 
B j hoc eft, dabitur figura Radii refrafti ABC. E. 1 


Sed hxc fluxio - C L^JJL _ 

2c x 2 x mV^yx l ~b 2 

ita 


fluentem in terminis 


numero finitis irreducibilis eft. Quare ad computandam Atmofpharri 
refra&ionem in ufusAftronomicos, qutcrenda eft feries, qux fit apta 
ad calculum inftituendum per approximationes. Ergo ut fluxio hsc 
revocetur ad terminos quantum fieri poteft fimpliciflimos, pro x 


feribe —, atque fluxio fiet - 


— byz 


vel 


**H -yVrn 7.-- 


■ -y ** 


»xT 


h. e. (negle&o figno)- l zz ~ 


Kxi+yV\% te -** 
exiftente 




(I") 


exiflente etiam y = Sed ad fuperficiem Terrar, ubi efl v= J, 

eft hcec fluxio & ad diflantiam infinitam (ubi 

2C,+ 2 cdVtt Z2 

etiam fluxio ipfa evanefcir,) differt ab hac forma minus, parte mil- 
lefitna. Quare negle&is iftiufmodi minutiis, pro Fluxione illa tuto 

fumi poreft ^ Sepofito itaque ^oefliciente dato 

2 C+ icd Vtl — zz 

?c -F 2c<T Bl,entem ^pfius — qucsro ope Propofirionis unde¬ 
cima, ut fequitur. 


FroVtt - z.z fcribe a;, atque erit * = & Fluxio propofita 

erit ~— vel etiam — y $. EA etiam y «*: • Itaque fecun¬ 

dum Pmp. 11, fir r = yz, s =~, * = i = "Zll . Tum capi¬ 
endo fluxiones, eafque continuo applicando ad w erit r — f 

* Ai ~ 

— V- i ‘3* _ Ittz ••_i?z4 18 z 2 

* ac 3 * 5 ^ * 3 aJ ’ 5 ~ + ~xT + 

■? _I * r , 

jc 5 * x? "• ** 5 ^ 1C P orro - Hinc autem per formatio¬ 

nes terminorum conflat, quod fi fit » diftantia termini alicujus 
*, &c. a termino primo *, exprimetur x } (hoc eft *, fi » fit i, 

* fi » 2, & c .) vel per feriem hujus formar, 

* A sE - a .; V *"“ 3 , T ^*' 1 - 5 

~ A X 2B+I + B J&rri + c + D + &c. 

F f vel 
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vel per feriem hujus formo, 

j — r t x A ^ ntI + B ^ 2/z _ x -f &c. Coefficentes autem 

A, B, C, D, &c, in harum ferierum prima inveftigo ad hunc mo¬ 
dum. Juxta notationem autem noftram flnt w, v,'n\ &c. valores 
ipfius « procedentes, & w, w, », &c. ejulem valores fubfequentes, 

ut in Introduftione explicavimus. Capiendo fluxiones feriei, primo 
in at, deinde in z, & terminos prodeuntes continuo applicando ad 
erit. 



+ * — 3 O* 


+ &C, 


Hinc novum A fit Qnde conflat ipfum A formari per 

continuam multiplicationem terminorum i , 3, 7, &c. quorum 

ultimus & maximus fit 2» — 1. In fequentibus autem vice 2« - 1 
fcribe w, atque erit A = wA. 


Item per terminum fecu^um eft B - »;B + wA. Si fieri poteft 
u t B producatur ab A per multiplicationem sc divifionem flt 

a a 

B = g- A. Tum erit B = __A = _L« A> Unde elitninatis 


B & B ab aequatione priori, 8c fimul evanefeente A, etit 


m 

"k* 


wQ. mQ. 

= + *> ^oc + *• Ut reducetur hoc 


aequatio 
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wQ 


aequatio ad terminos fimplidflimos pono hoc 

i 

”} m m 

eft ~ . Unde fit --- Q = w. Sed eft novus valor ipfius 

, unde eft -pr quantitas data, adeoque R = w, indeque Q_= 

n n 

& fumendo integrales 0.= 4* fr Sed debet effe B = o ubi 

H» »« 

» = 0j adeoq* eft y = o, atque CL= —. Unde fit B = _ A 

* 2 m 

mn 

Et hinc B = _ 'L. B. 

' n 

Per terminum tertium eft C = m C -f w B. Pono C = -^=- B , 

Q. C \m n 

&fitC= x B,hoceftr__pB = ^Q =B + «B, feu 

Q mn mn s mn 

inf + TTr Q - = Tr + ”- Pone jnr =x ’ hoc eft; 

»» n n m n it m n m n n 

—p— 5=1 — tt- > ut fiat ■—jT” Q*= *• Sed eft novus valor 
K K »K • k 

% % # 
ipfius ' Unde fitR=w«», adeoq* Q, = ww », indeq-, Q = 


« M n n v n m n 

-- Unde fit G = * B, atque C = " C. 

4 4 W 

■, n 


Per 
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Per terminem «partum elt D = m D + * C. Unde ad eundem 


mQdum invenitur D 


%\\ v 


m n 


~ C > at< J ue P = ~. Ex terminis 

Cm 


autem Jam appofitis fatis conffat modus formandi cstero». Unde 
li jam-pro totis terminis cum fuis (ignis (cribantur A, B, C, '&c. erit 

91 It 




; = m — i ^ T - I + 

i?. ?... 




hoc eft 5 = 


2 « ZZ 
>nt i — 


V 11 X A 

4 7TT B 4- &e. 


4 m 


XX ~ 


i z" fl , „4.7.w **- 

"T^rr “1 -=*=•-— A 4 - ^±’lz 2 

* .* •- 4 x 2 «-* 


x —- B -fe , _—— 

zz 6 X z „ — r. z 


Et ad eundem modum inveniuntur coefficientes in ferie altera ut 


fit etiam s = L 3 - >• * : 3 ” — 1 ‘ f —L . « —i*.w- *• xx 

X inil ' o v A 4- 

“ X 2W — I Z z ~ 


-^- 4 —B + c + &c 

6X 2 )i-c SZ ~ 




4 X 271 — 3 Z ~ 


Quinetiam fi jam fit » diftantia termini alicujus s, i, &c . a 

terminos, pro# feripto —m exprimetur etiam s per eafdem feries 
In hoc autem cafu inveniendus ett coefficiens termini primi ut 
fecimus in Propofitione duodecima'. Debet enim effie 2» - , ’h 0 c 
e ft _ 2 „ _ ,, maximus faftorum 1, 3, j, 7 , & c . in coefficiente i/] 0 . 


Et hic coefficiens fic feribi poteft 2 ”~ - r - 

hoc eft, &c. 

— I. — 3. — 5. — y.&c. * 


~ 3 “'3.— y.&c. 
Incidente autem # inter 


numeros negativos, adeoq* & m inter numeros affirmativos i, 2,$,&c 


omnes 




omnes fa£lores *■“ 2w—*i, 3 xv •— ^2'w — j ig 

numeratore tolluntur per fimiles faflores m denominatote. Unde 
relinquitur ut in ifto cafu fit cue*tien$‘ : 

-t.-2 *-i’ at * fit 1 = ■ 4 


J -—— 1 ' _? .* * a 1' — « — »• — ™ -» 3. ** ji- 1 

” “- - - A + ~ 4 . , - r B 8CC. vel 


2. — 2?n — 1 Z Z 

X 2*-X 


j — - 1 "" w 1 • 'W X X 

~ 3* — J- • 2 « -f 1 . Z^' 1 ^ 2. 2r» + i'Tz' A " 1 " 

•4- » 4 “»‘ * * n , — m —^ 

4 - 2 ,»+3- z = B + 6. ^5 ~T^ C + &C- hoc eft per 

leriem priorem. Et hsc feries quidem eft pracftantior ad inveniendas 

ftuentes s , 5, *, &c. altera autem ad inveniendas fluxiones j, i, j’ &c. 

Porro eft r = y z, atque > * . Unde fumendo fluentes pure 

fit r = cy , y =c J ^, y ^ tem Eumendo fluxiones, y = y 

••_ > ji 9 

r = ’ ~ Y‘ ’ &c ' ohfetvatis fignis, per hos valores iplo- 

rurn J, s, s, St c. r. s, s' &c. r, r, r, &c. r, r, r, &c. fit angulus FHG 

( = 26 + + r i' - &c.) = ~ T7i in hanc fe- 

riem, 


c y x- 

J x 


a ** 

— c : jx —r 
7 x 3 

3 MJ 


X 


*5 






Gg 


aterae 


C n* ) 


atque angulus FGH (;7+—d* -ri+n -V7&c. -P) 

aqualis 2c J in hanc feriem 
C y xx ^ ' 

y 


X* — I 


1 i. fi 71 * 4 ^ 

t_£l_ 4 - — J £ 

I. 3 . 5 X* 7 




— ? 

7 

-7 


B 4 - &c. 


X. A +^-^-B +to . 


&c. — P 

Ubi eft P valor ejufdem Serici prodiens per ipfornra *, *, » V a- 
lores in punflo A. 

Poteft etiam alia feries inveniri pro angulo FGH 5 nempe ita 
corrigendo Fluentes r, r, r, &e. ut omnes evanefcant in punflo A, 
ubi eft X = a. Ut hoc fiat pone z = a — v , unde fit z = — ' Vj & 

fluxio anguli FHG fit in . Pofito itaq } «= -i- 

(ut prius) erit r = vy, exiftente w — i t atq ; y — vy . 

fit r = — cy, adeoque r = cd—cy , (quoniam eft i valor ipfius y 
in punQo A,) indeque rw = — cdv + cyv = — cdv — r*'v 
adeoq^r = c'd — cdv — & inde r = od — c 1 dv 4- ~ _ 

* j X , ~ 2 

1 7 , c dv cdv 3 

- oj, r = c<d - n dv + — - — _ K r,c porro. 
Unde fit angulus FGH aequalis 

. r 

I 

J -?d + cdv + c‘yX -]£- 

od- C ‘d v + ^-o, x !J£L 

c 2 d v * . cdv* . ~ T7T77? Tw 

-r + TT +c4 > x — xT^+1?a 

Ft 


2C + 2cd 


rd - cy* JL 

' X 


— C*d-\-C*dv 

&C. 





/ 


( 1*7 ) 

Et hinc fit fumma angulorum FHG, FGH, hoc eft angulus GFH 
^alis ~ acJ in 

I ! 


C' 3 d -c*dv 


p d V 1 7 t t Z* 
- X -—:— 

2 X* 


— c+ d dv 


'dv* 'cdv* i . 7 . <y t tz 1 I x* 7 

-+T6 X ~~^-+ A ' 


*7 


iibi angulus SAD.eft. fatis parvus, commode invenitur angulus 
GFH per hanc feriem.- Sed ubi eft angulus SAD nimis magnus, 
qirafTShtluS eft TngtHus FGH^pfcr feriem* alteram. 


Poteft &^alia feries- inveniri -pro angtilt) FGH, per Propofitionem 
feptimam. ^ Sit enim Q fluens ipfius —^, hoc eft ipfius xy % 
Tum per Propofitionem illam, quo tempore x fitx + v, fiet Q 

= Q i — v -F —=- v* i — v 3 -F &c. nempe fluente uni- 
x 2x* 2. 

)rmiter x. Unde fi pro x fumatur ipfius valor in punfto aliquo 
ito I, & fit x — v ejufdem valor in A, & x + v ejufdem valor 

i valor fluentis in pun£to A erit Q.-F-S=- v + u l 4 - -Qh-v* 

X 2X* 2. 3*’? 

•F &c. & valor fluentis in punfto * erif Q—S»-F-Sm;* 

x 2X X 


-— v* -F &c. Quo valol* dempto a valore altero, refiduum 

2.3*3 

Sa* 

erit Fluentis pars adjacens redte A* * adeoq* fi fit SB = , erit 

— angulus 


angulus FGH = + _!=?•_ v,*+ 0.* *_ 

* 2 - i* 1 i. 3.4. jis 

• + &c. In hoc cafu autem pro i fcripto r, eft 2= -i-, & y — 

— 71 ' llnde exiftente Q, = y, fiunt 6 = -?-y~ ** ; 

_____ CZ* c z * 

__ y 6ttx* 2 r r~ ' r-T- ■ 

?Z’*~C 7z~ + ~ * * — e X J - . &c . 

,- SCHOL IHSM.-. 

In hac CutvS Radins Cummn- «ft 3 .-tv 2 *X.c.x SB cuh... .. . 

■ C - ■ • JX-SCUSAjW . 5 

in punQo A eft SA . gg, - «gg^ 

eft - + .L rf c . Quod per valores c & i (Schol h-op. 26. & &/W. 

£«». i?.'/ eft ; SA, circiter, exiftente SA Radio TerrseT 'Proinde 
curvatura Raan Luminis horizontalis, ad fuperficiem Terrae,.eft ad 
curvaturam Circuli maximi Terrae, ut , ad y. Velocitas autem 
Luminis eft ad velocitatem Corporis revolventis in Circulo maximo 
erra:, cum vi Gravitatis, circiter ut 40000 ad 1. Unde eft 

a,ol V ' S refr ’ ngens J d vim G«vitatis in fuperficie Terra circiter u c 
320000000 ad .. Nam in data inclinatione TrajeSoriarum ad dirc- 
£honem l trium centripetarum. Vires illa: funt in ratione compo. 
hta Flexurarum & quadratorum Velocitatum. 


F 1 N *1 S. 


/' ^ \demiaX 

$ ofiCii scisjrzEj 

\ ^ 7*OJi Ittfyi Jf 




























